CALCULUS INFINITESIMALIS:
UMA TEORIA ENTRE A RAZAO E O MITO?

Calculus infinitesimalis: a theory between reason and myth?

Tadeu Fernandes de Carvalho' . Itala Maria Loffredo D’Ottaviano?

Resumo: Neste artigo percorremos parte dos caminhos histéricos e 16gico-matematicos que unem o
calculo infinitesimal a analise ndo-standard de Abraham Robinson, e esta ao calculo diferencial para-
consistente — um calculo proposto por Newton da Costa, que tem como légica e teoria de conjuntos
subjacentes a logica paraconsistente e a teoria paraconsistente de conjuntos. Exibimos, para esse cal-
culo, algumas propriedades e conceitos inéditos, incluindo um teorema de transferéncia que, de forma
simplificada, estabelece as condicdes sob as quais um teorema do célculo classico é, também, um
teorema do calculo paraconsistente. Concluiimos com algumas considera¢ées acerca do ensino do
calculo com énfase na abordagem infinitesimal.
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Abstract: In this paper we go through the historical, logical and mathematical paths which join infini-
tesimal calculus to the non-standard analysis of Abraham Robinson, and this to paraconsistent diffe-
rential calculus — a calculus proposed by Newton da Costa, supported by paraconsistent logic and
paraconsistent set theory. We present for this calculus, some unpublished concepts and properties,
including a transfer theorem establishing the conditions under which a given formula is a theorem of
classical calculus if, and only if, there is an “interpretation” of the same which is a theorem of para-
consistent calculus. We conclude the paper with some considerations about the teaching of Calculus
with emphasis on use of infinitesimal approach.
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Introducao

Uma das conhecidas cosmogonias da mitologia grega considera que os primeiros
seres foram a Terra, Erebo, que personificava a escuridio primordial, e o Amor (Eros), nascido
do ovo da Noite, no isolamento do Caos. Inspiradora, como tantas outras emanacoes da era
mitica, ressoou entre os filosofos naturalistas da Escola Jonica, que floresceu em Mileto, na
Asia Menor, do século VI a.C até a sua destruicio pelos persas, em 494 a.C. Foi assim que Tales
de Mileto (gr. OOANG), (624-548 2.C.), seu fundador, elegeu a 4gua como o elemento essencial,
origem de todas as coisas. Reflexos de seu papel de introdutor do método cientifico podem ser
encontrados em seus trabalhos na Geometria e na Astronomia. Anaximandro de Mileto (gt.
Avortpoavdpog), (611-547 a.C.), discipulo de Tales, elegeria uma entidade quantitativa e quali-
tativamente infinita, o a-peiron — algo sem principio e nem fim, apenas perceptivel pela mente.
Para Anaximenes de Mileto (gr. Ava&ipevng), (588-524 a.C.), discipulo de Anaximandro, o ar
seria o elemento primordial, do qual todas as coisas detivariam por a¢io de sua condensacio e
rarefacdo, incluindo a prépria alma. Sem a intervencio de Eros, a liberdade, a duvida e a
contestacio, importantes propulsores do conhecimento, somadas a um misto embrionatio de
inducio e deducio, e a resquicios do que Freud e Jung poderiam classificar de arquétipos da era
mitica, criaram as condi¢Oes necessarias para a arrancada da ciéncia grega. Mais alguns poucos
séculos e a logica e a fisica se integrariam ao conhecimento matematico grego que, a época,
também flutuava no Caos. Provavelmente sob a influéncia de Tales, Pitdgoras, por volta de 532
a.C, fundaria em Crotona, no sul da Italia, a Escola Pitagérica, relacionando fortemente a
filosofia a politica e a religido, e adotando o nimero como elemento primordial. Em sua nume-
rologia, o 1 representava o elemento criador, em seu aspecto matetial, o 2 se associava a criagdo
intelectual, e o 5, refletindo os antigos mitos, associava-se ao Caos. Sua classificacdo dos 4
saberes — aritmética, astronomia, geometria e musica — produzitia o guadrivium ou, do latim,
quatro caminhos que, com o trivium ou trés caminhos, compreendendo a légica, a
gramatica e a retdrica, comporia as sete artes liberais das universidades medievais. O
trivium, como elenco de disciplinas, igualmente nos remete a Grécia classica, particu-
larmente aos trabalhos de Empédocles de Agrigento (492-432 a.C) na retdrica, de AristOte-
les (384-322 a.C.) na logica, e dos filésofos alexandrinos na gramatica.

Original de Estagira, colonia grega da Tracia, Aristoteles foi quem promoveu os mai-
ores avangos cientificos desde Tales, com a introducdo do rigor sobre o método, criando a
légica e as bases da fisica e do método axiomatico. Descrevendo e interpretando seus prede-
cessores pitagoricos, Aristételes destacaria o papel da monada em sua filosofia, na qual esta-
vam fortemente entrelacadas a matematica e a religido. A monada, sob o ponto de vista dos
pitagoricos e de varias outras correntes filoséficas, ¢ algo nao apenas dotado de poten-
cialidades criadoras mas, também, que possui percepgiao e vontade. A depender da
variagdo dessas caracteristicas, poderiam existir diferentes ménadas. Expressivo ecle-
mento justificado pela vontade e necessidade de compreender o mundo, ganhou interpreta-
¢oes variadas ao longo da histéria, mantendo, porém, de algum modo, o carater unificador e de
unidade. Na matematica dos pitagdricos, como na aritmética (OPLOUNTIYO) e na logistica
(Aoyotiyn), bem como na matemitica das escolas filosoficas posteriores, apareceria associa-
da com a figura do infinitésimo e com o Método da Exaustio, introduzido por Eudoxo de
Cnido (390-338 a.C.). Esse método desempenhou, por longo tempo — como ilustram os traba-
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lhos de Apolonio de Perga (262-190 a.C.) referentes as conicas e os trabalhos de Arquimedes,
de quem falamos um pouco a seguir — papel que lembra aquele desempenhado pelo Calculo
Diferencial e Integral, na era moderna, em calculos de 4reas e volumes.

Na obra O wétedo (EVES, 2004), Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) trava contato
com Eratéstenes (285-194 a.C.), a quem encaminha problemas em busca de colaboragdo ou
sugestOes para as respostas. Eis como se inicia esse contato, no prefacio do Método, incluindo,
na sequéncia, o ptimeiro problema:

Enviei-lhe em ocasido passada, alguns teoremas que descobri, restritos
aos seus enunciados, convidando-o a descobrir as provas que até o
momento nio apresentei. Os enunciados dos teoremas que enviei sao
0s seguintes:

Se em um prisma reto, tendo como base um paralelogramo, se inscre-
ve um cilindro tendo as bases nos paralelogramos opostos, e os lados
(i.e., quatro geradores) nos planos restantes [faces| do prisma, e se
através do centro do circulo, que é base do cilindro e [através de] um
lado do quadrado no plano oposto ao mesmo, um plano é tragado, o
plano assim tragado ird produzir no cilindro um segmento que ¢é limi-
tado por dois planos e a superficie do cilindro, um desses dois planos
sendo aquele que foi tragado e o outro, o plano em que a base do
cilindro se encontra, e a superficie sendo aquela que se encontra entre
os referidos planos; e o segmento “cortado” do cilindro é a sexta parte
de todo o prisma.

Todas essas proposi¢oes ja foram provadas. Além delas, usarei tam-
bém a seguinte proposic¢ao, facilmente demonstravel:

Se em duas séries de magnitudes, as da primeira série sio, na ordem,
proporcionais as da segunda e, ainda, as magnitudes [da primeira sé-
rie], todas ou algumas delas, estio em uma razdo qualquer [para as
magnitudes de uma terceira série], e se as magnitudes da segunda estio
na mesma razao para as correspondentes magnitudes [de uma quarta
série], entdo as somas das magnitudes da primeira estardo para a soma
das magnitudes da terceira, na mesma razao que as somas das magni-
tudes da segunda estardo para a soma das magnitudes da quarta. (HE-
ATH, 1912, p. 14-15, tradugdo nossa)

As provas mecanicas de Arquimedes, como pode ser visto nessa obra facilmente
encontravel em livros e artigos, guardam, pelo uso do Método da Exaustdo, grande afinidade
com os cilculos de 4reas e volumes desenvolvidos no Calculo classico. No entanto, analisan-
do-se a prova da Quadratura da parabola, que aqui omitimos, verifica-se que isso nio é tdo
natural como parece. Tanto Euclides quanto Arquimedes, no uso desse método, ajustam-no as
caracteristicas do pensamento grego, que incluem a predominancia do finito sobre o infinito e
da geometria e da estatica sobre a andlise e a dindmica, respectivamente.

Avancemos mais na historia, deixando para tras os mitos e verdades da Idade Média
e o final do Império Romano, que, em sua derrocada, levou consigo alguns tesouros do conhe-
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cimento grego, e aportemos na propria Italia, na época de Galilen Galilei (1564-1642). Da
mesma forma como se comunicaram Arquimedes e Eratdstenes, Johannes Kepler (1571-1630)
e Galileu mantiveram contato para discutir e validar sua opinides e trabalhos. Trabalhos que
transformariam o conhecimento da fisica e da matematica, em uma época em que ousat era,
em razdo da intolerdncia religiosa, dar mostras de extrema coragem. Como bem se sabe, Gali-
leu sofreu a censura da Igreja catdlica e a mae de Kepler, Katharina, quase foi levada a foguei-
ra, acusada de bruxaria. Giordano Bruno (1548-1600) teve, como se sabe, pior destino. Mas
para nos interessa aqui, de fato, registrar que os infinitésimos estiveram na 6rbita de seus
trabalhos fisicos e matematicos, direta ou indiretamente, como pode ser visto em Baron (2004).

Reencontraremos, um pouco a frente, as monadas de Leibniz e os infinitésimos de
Newton, mais uma vez sob motivagdo dos fenémenos naturais e dos desafios l6gicos, mate-
maticos e filosoficos, cujas discussdes movimentavam as universidades mais tradicionais da
Europa, como a Universidade de Cambridge. A fisica de Newton dependeria essencialmente
do Calculo Infinitesimal, com o qual participaria da consolidacdo da nova ciéncia, moldada
por Galileu.

Iremos aprofundar um pouco mais essas consideracdes predominantemente histori-
cas, que cumprem aqui o papel de nos ajudar a situar convenientemente a evolucdo da mate-
matica propiciada pelo emprego do infinitésimo como alternativa a teoria de limites. Comega-
remos por uma breve retrospectiva da evolu¢do do calculo infinitesimal, em sintese, uma
teoria contida nessa nova matematica, passando pelo advento da analise ndo-standard (ANS)
de Robinson (1961), até chegarmos ao cilculo diferencial paraconsistente de Newton da Costa
(2000). Um calculo que estende o céalculo classico, para o qual introduzimos, em nossa tese de
doutorado em filosofia (CARVALHO, 2004), uma série de resultados novos, alguns dos quais
apresentaremos aqui. N4o nos aprofundaremos em justificativas e demonstracoes, mas, ainda
assim, exibitemos, em sua linguagem, uma aplica¢io cldssica a fisica: a aceleracio no movi-
mento circular uniforme.

A figura central na histéria do calculo infinitesimal, refor¢ando o que ja menciona-
mos anteriormente e como sugere a propria denominagao, € o infinitésimo, que remonta a
matematica e a filosofia gregas e esta presente, potr exemplo, nos paradoxos de Zenio de Elea
(495-430 a.C.) e nos trabalhos de Eudoxo e de Arquimedes. Mas o préprio Eudoxo, nio
obstante intetessado nos calculos de areas e de volumes, preferiu o emprego da matematica
euclidiana, encerrando um longo petiodo de aceitagio, desde seu uso por Democrito de Abde-
ra (460-370 a.C.). Era o inicio de uma longa e acidentada jornada pela hist6ria da matematica.

Newton e Leibniz, historicamente apresentados como protagonistas da criagio do
Calculo, envolveram, sob concepcSes distintas, os infinitésimos em seus trabalhos: Newton
visando mais a fisica e os fenémenos naturais e Leibniz a l6gica e a metafisica. Ambos encon-
traram problemas com aspectos légicos, matematicos e epistemoldgicos desses objetos. Do
final do século XVII ao final do século XIX, periodo em que o uso dos infinitésimos esteve
essencialmente restrito a aplicacOes informais na fisica, os mais destacados matematicos euro-
peus, principalmente, estiveram envolvidos no trabalho de desenvolvimento do célculo dife-
rencial e integral e da analise matematica. Destacam-se, af, Bernhard Placidus Johann Nepo-
muk Bolzano (1781-1848), Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) e Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass (1815-1897), diretamente responsaveis pelo desenvolvimento da teoria de limites.
A crenca de Georg Cantor (1845-1918) de que seria possivel, através da Teoria de Conjuntos,
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ser provada a inexisténcia dos infinitésimos, foi um importante elemento a afasta-los do inte-
resse de seus pares, por décadas. Seriam fundamentais, para alterar esse estado de desconfian-
ca reforcado por Cantor, alguns trabalhos de Thoralf Albert Skolem (1887-1963) e de Jerzy
Yos” (1920-1998).

Skolem, entre 1933 e 1934, introduziu um modelo nfo arquimediano para a aritméti-
ca, envolvendo nimeros infinitos. Algo realmente desafiador, visto que, para a aritmética
usual, vale a propriedade arquimediana, pela qual, para quaisquer numeros positivos t e k,
existe um numero natural n tal que k + k +...+ k > r, k somado n vezes. Dito de outra forma,
ndo importa quantas vezes k tenha de ser somado, assim procedendo o valor de r sera ultrapas-
sado. Esta propriedade ndo estard presente na matematica infinitesimal.

Yos’, pot outro lado, construiu os niimeros hipet-reais como uma extensio fechada
do corpo ordenado dos numeros reais, contendo infinitésimos. Além disso, introduziu uma
versdo para o Principio da Transferéncia de Leibniz rigorosa e compativel com essa extensao.

HEssas contribuictes seriam essenciais na construcao de uma nova analise e de novas
propostas para o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral com o uso do infinitésimo.

Abraham Robinson, em 1961, apresenta, nos Proceedings of the Royal Acadeny of Sciences
of Amsterdam, nova teoria para a analise matematica, fundamentada nos infinitésimos e usando
teoria de modelos: a ANS (ROBINSON, 1996). A ANS corresponde a uma moderna teoria do
continuo, baseada em uma extensio propria do conjunto N dos nimeros naturais - N'-, e uma
extensdo propria, nio arquimediana, do corpo R dos numeros reais - R". A abordagem mode-
lo-teorética adotada por Robinson (1961), envolvendo estruturas complexas como os ultrafil-
tros e uma linguagem de 1* ordem com restri¢cGes adequadas ao tratamento 16gico-matematico
de N" e R, estd no foco dos questionamentos e duvidas com que, como toda teotia inovadora,
a ANS foi recebida pela comunidade cientifica.

Visando adequar essa nova analise ao ensino do Calculo fundamental, Howard Jero-
me Keisler (1976), da Universidade de Wisconsin, simplificou sua axiomatica e excluiu o uso
da légica para produzir o livro-texto intitulado Elementary calculus: an infinitesimal approach, que
foi usado de forma experimental, na primeira metade dos anos 1970, na Universidade de
Wisconsin e em algumas outras universidades e faculdades americanas. A experiéncia, mesmo
nao sendo levada a frente, como era o desejo de Keisler, apresentou resultados animadores
que, ainda hoje, despertam o interesse de educadores e pesquisadores. Mas seu tratamento da
ANS também encontraria opositores.

Errett Bishop (1977, p. 206), um de seus maiores ctiticos, considera que o livro de
Keisler (1976) “nio oferece evidéncia de que os nimeros hiper-reais sdo apenas um expedien-
te para a demonstracio de teoremas sobre os nimeros reais”. E assim se refere ao que consi-
dera “complicagbes técnicas” introduzidas na obra:

The technical complications introduced by Keisler’s approach are of
minor importance. The real damage lies in his obfuscation and devita-
lization of those wonderful ideas. No invocation of Newton and Leib-
niz is going to justify developing calculus using axioms V* and VI* -
on the grounds that the usual definition of a limit is too complicated!
Although it seems to be futile, I always tell my calculus students that
mathematics is not esoteric: It is common sense. (Even the notorious €,
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0 definition of limit is common sense, and moreover is central to the
important practical problems of approximation and estimation.) They
do not believe me. In fact the idea makes them uncomfortable because
it contradicts their previous experience. Now we have a calculus text
that can be used to confirm their experience of mathematics as an eso-
teric and meaningless exercise in technique. (BISHOP, 1977, p. 208)

Bishop (1977) questiona os axiomas introduzidos por Keisler (1976), que considera
pouco intuitivos, como os axiomas V* e VI*, assim enumerados e enunciados:

Axiom D (Function Axiom). For each real function f of n variables
there is a corresponding hyperreal function £* of n variables, called the
natural extension of f. The field operations of R* are the natural ex-
tensions of the field operations of R.

Axiom E (Transfer Axiom). Given two systems of formulas S; T with
the same variables, if every real solution of S is a solution of T, then
every hyperreal solution of Sis a solution of T. (KEISLER, 1976, p. 9)

De fato, podemos inferir de Henson e Keisler (1986, p. 377) que a insuficiente com-
preensdo da teoria axiomatica da ANS, que apresenta resultados mais fortes do que os da
analise standard — caso do Axioma E, que interpretamos na pagina seguinte —, é a causa mais
provavel das criticas que recebe.

Paralelamente aos esforcos de Keisler (1976) na busca por uma simplifica¢io da lin-
guagem da ANS, considerada por seu préprio criador, Abraham Robinson, uma conveniéncia
surge em 1977, introduzida por Nelson (1977), a Teoria Interna de Conjuntos, ou TIC (origi-
nalmente, IST, abreviatura de Internal Set Theory: a new approach to nonstandard analysis). A abot-
dagem sintatica de Nelson (1977) é considerada mais elegante e exige menos légica e teoria de
modelos, mas requer um cuidado especial, relacionado com o principio da formacao de con-
juntos (ou axioma da compreensio), uma vez que ndo existem conjuntos na TIC cujos ele-
mentos sejam precisamente 0s numeros inteiros usuais.

Como inicialmente dito, concluiremos este trabalho enunciando, para o calculo dife-
rencial paraconsistente, o equivalente ao principio de transferéncia, assim enunciado na TIC
de Nelson (1977, p. 1174, traducdo nossa):

Seja P uma férmula interna com as seguintes (e unicas) varidaveis livres
x,t,  t.Entio, 87 .., 87 (8 xP; 7, ..., 1) => 8xP(x; 7, ..., 1))

O principio de transferéncia é um teorema metamatematico, pois quantifica sobre
sentencas, estabelecendo que qualquer proposicao de primeira ordem, no dominio dos nime-
ros reais, ¢ logicamente equivalente a uma proposi¢ao sintaticamente similar no dominio dos
nameros hiper-reais. Além de colaborar no processo de discussio sobre o modelo ideal para o
estudo do calculo, este principio ainda assegura que a ANS, da mesma forma como ocorrera
com o calculo paraconsistente, atua de forma equivalente sobre as proposi¢oes classicas. Com
muitas vantagens se considerarmos suas propriedades associadas aos hiper-reais. Cabe adver-
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tir, porém, que ha certa sutileza envolvendo este teorema, no que concerne a proptriedade
arquimediana: o conjunto dos hiper-reais aparenta ser arquimediano para um observador loca-
lizado no espaco nio-standard, mas nao arquimediano para um observador fora desse espago.

Outros modelos para a ANS surgiram desde entdo, como, por exemplo, a ANS cons-
trutiva de Palmgrem (1995). Sua axiomatica se assemelha a TIC de Nelson, mantendo os
axiomas (T) e (I), mas substituindo (S) (standardization) pelo conceito dito #nderspill (se uma
proposicao ¢ valida, no modelo nio-standard, para todos os elementos nio-standard, entdo
deve haver pelo menos um elemento standard para o qual a mesma ¢ valida).

Ao mesmo tempo em que se multiplicavam as pesquisas sobre a ANS, buscando sua
simplificagdo, Newton Carneiro Afonso da Costa (COSTA, 2000) propunha a construgdo de
um calculo diferencial paraconsistente sobre a teoria paraconsistente de conjuntos, tendo o
célculo de predicados paraconsistente de primeira ordem com igualdade C =~ como légica
subjacente.

Nessa perspectiva, Costa (2000) propoe o calculo paraconsistente como uma teotia
inconsistente, porém nao trivial, satisfazendo o chamado principio de 'hospital, segundo o qual
“duas quantidades distintas, que diferem entre si por ndo mais do que uma quantidade infini-
tamente pequena, podem ser consideradas iguais” (IHOSPITAL, 1696, p. 2, tradu¢io nossa).
Assim, em sua esséncia, os trabalhos de Robinson (1961, 1996) e de Costa (2000) evidenciam
a importincia de se estabelecer, em bases légicas e conjuntistas rigorosas, a linguagem sobre a
qual a andlise deve ser desenvolvida, com o uso de infinitésimos.

Informalmente, como observamos para a ANS, hd um principio de transferéncia es-
tabelecendo, entre o calculo paraconsistente e o calculo classico, que toda proposi¢ao valida
no primeiro é também valida no segundo, e reciprocamente (CARVALHO, 2004). Esse teore-
ma, além de mostrar sua compatibilidade com o calculo classico, estabelece sua compatibilida-
de com a analise de Robinson (1961, 1996). De certo modo, qualquer uma delas poderia ser
usada para se demonstrar um teorema da matematica usual.

Nio incluimos, aqui, a constru¢io dos objetos da ANS, o que nio ¢ nosso objetivo,
mas estes podem ser encontrados em inumeros textos, alguns dos quais indicados nas Refe-
réncias, ao final deste trabalho.

O calculo paraconsistente de predicados C~ e a teoria de conjuntos
CHU, de Costa

Newton da Costa foi o brasileiro responsavel pela introdu¢io do primeiro e mais
importante sistema légico distinto da l6gica classica (C =, 1 < n < ®), incorporando o cilculo
proposicional e o calculo de predicados, internacionalmente reconhecido como tal. Também
introduziu uma hierarquia de teorias paraconsistentes de conjuntos (CHU , 1 < n < @), motiva-
do pela teoria de conjuntos classica CHU (CHURCH, 1940; COSTA, 1974, 1986, 1993;
D’OTTAVIANO, 1992). Baseado na teoria classica de conjuntos ZF — que conhecemos de
alguma forma por sua presenca nas atividades matematicas que desenvolvemos quando lida-
mos com operac¢des e propriedades de conjuntos — Costa (2000) introduz e Carvalho (2004, p.
71-80) desenvolve propriedades do “anel dos numeros hipet-teais 11” e do “quase-anel dos
numeros hiper-reais estendidos 19*”, aos quais vamos nos referir mais a frente. Aqui a ideia de
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anel é a que conhecemos da algebra estudada nos cursos de graduacio em matematica. Como
¢ comum a todas as areas de formagio, quando avancamos nas teotias, novos objetos cruzam
nossos caminhos e surge, entio, a necessidade de nos abrirmos para a expansio de sua lingua-
gem e a compreensio de conceitos nem sempre muito intuitivos mas, quase sempre, mais
simples do que aparentam ser.

Faremos, aqui, uma introduc¢io informal e abreviada dos demais objetos que com-
pdem o Célculo paraconsistente. As estruturas algébricas 1 e T* sdo extensdes do corpo R
dos numeros reais standard, e os elementos de Y e 1I* sio chamados, respectivamente, de
nameros hiper-reais e nimeros hiper-reais generalizados, ou simplesmente g-reais. Baseado
em 1%, Costa (2000) propoe a construcio do calculo diferencial paraconsistente P, cuja lin-
guagem ¢ a linguagem 1= do sistema C,~ e cuja teoria de conjuntos subjacentes ¢ CHU,
estendida a linguagem de CHU,, nas quais lidamos com os elementos de {I*.

Baseados em Costa (1974, 1986, 1993, 2000), introduzimos definicdes generalizadas
para diversos conceitos e provamos diversos teoremas que generalizam importantes resulta-
dos classicos, e apresentamos algumas aplicacGes desses resultados.

Costa (2000) introduz os conceitos de superestrutura paraconsistente sobre um
conjunto X de 4tomos de CHU , e de monomotfismo entre superestruturas paraconsistentes,
com base em Robinson e Zakon (1969), e Stroyan e Luxemburg (1976).

Apresentamos, a seguir, alguns de seus objetos mais relevantes, sem maiores conside-
racoes formais.

A linguagem ls= da légica utilizada inclui os conectivos =, A, V, ¢ D (ou =), o
simbolo de predicado de igualdade, os quantificadores existencial () e universal (V) e parén-
teses, mais familias, predicados e funcbes (ver da Costa, 1993). As nocbes de férmula e
teorema, bem como as conven¢oes gerais e notagdes sao as usuais, como em Kleene (1952).

Na definicao de férmula de Lo~ temos a clausula adicional: Se t, e t, sdo termos, entdo t,
= t, ¢ uma férmula de lo™.

Sejam A e B duas férmulas. Usando nossos conhecidos da légica elementar, podemos
interpretar convenientemente os seguintes operadotes da linguagem lo~ :

Definigdo 1. A° = —(A A =A). Lé-se: A° ou “A bola”, que indica ser a férmula
“A” “bem comportada”. De outra forma, indica que ndo pode ocorrer “A” e a sua negacio
— A. Caso isso pudesse ocorret, estarfamos frente a uma situacdo paraconsistente. “A” poderia
representar no Direito, por exemplo, uma situacdo de culpa e de inocéncia, a0 mesmo tempo,
sem entrar no mérito do que se faria a respeito.

Definigdo 2. A* = =A™ (“0” k vezes, para k > 1).

Defini¢ao 3. A® =def A'A... A A¥, parak > 1

Definigio 4. — A =, —A A A°. |

Definigdo 5. ~ A = —AAAY, parak>1.

Definigdo 6. (A © B) = (A>B)A B> A).

A negacio “—=” ¢ a negacdo basica do sistema C,, usualmente denominada “negacao
fraca”. A negacio “—"’, denominada “negacio forte”, desempenha, nesse sistema, papel equi-
valente a0 da negacio classica. Lé-se = A como “negacio de A” ou “negacdo fraca de A”, e
—"A como “negacio forte de A”.
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Regral. A, A>DB ,Regrade Modus Ponens (MP)
B

Regra2. A-B(x , onde x nido ocorre livre em A.
A- V xB(x)

Regra3. A(x)-> B ,onde x nio ocorre livre em B.
Jx Ax -B

Omitiremos, para favorecer a sequéncia da leitura, as propriedades da teoria de con-
juntos CHU,, que estard subentendida daqui a frente. Conscientemente, sacrificaremos o de-
talhamento das propriedades dos objetos que caracterizam o calculo paraconsistente, em favor
de sua maior abrangéncia, acreditando que os interessados em se aprofundar no assunto pos-
sam recorrer a fontes adequadas para isso, algumas das quais apontadas nas Referéncias.

Do calculo ndo-standard ao calculo diferencial paraconsistente

Intuitivamente, um infinitésimo é um nimero que é menor do que qualquer numero
real positivo e é maior do que cada nimero real negativo, ou, equivalentemente, em valor
absoluto é menor do que 1/m para todo m inteiro positivo. Zero é o unico numero real que, 20
mesmo tempo, ¢ um infinitesimal. Numeros infinitesimais diferentes de zero ndo ocorrem na
matematica classica. Ainda, eles podem ser tratados e se comportam, em boa patte, da mesma
forma como sio tratados e se comportam os numeros reais classicos.

Na construcio de Costa (2000) para o Célculo Paraconsistente, a extensio A do cor-
po R dos numeros reais constitui um continuo nio arquimediano sem numeros infinitos, ao
passo que a extensdo 1" do mesmo corpo constitui um continuo nio arquimediano, com
infinitésimos e infinitos.

O anel {1 dos numeros hiper-reais
Sejam I um intervalo real fixado e a um elemento do interior de 1.

Defini¢ao 7* Uma variavel infinitesimal ¢ uma funcio real : Ic R » R tal que
f(x) = 0. Denotamos o conjunto das variaveis infinitesimais por 1.

Definigdo 8. O comjunto dos nimeros biper-reais, denotado por 9, é assim definido:

d=,{rfh:re Refe V}.

Os numetos do conjunto Y sio também chamados nimeros reais generalizados,
ou, simplesmente, g-reais. Todo nimero real tr, r € R, pode ser identificado com o hiper-real da
forma (r, 0), que é dito um ntimero real standard.

* Igualmente podem ser usados limites laterais na defini¢do das vatidveis infinitesimais, observando-se que o
conceito de limite aqui utilizado ¢ o classico.
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Defini¢do 9. Um infinitésimo é qualquer numero hiper-real da forma {0, f), em que f
¢ uma variavel infinitesimal. Para cada r € R, o conjunto dos hiper-reais da forma (x, f) é dito
monada de 1, denotado por [t]. A mbénada do zero é o conjunto constituido pelos infinitésimos.
Definigido 10. A igualdade, ou identidade, de dois numeros hipet-reais de {4, deno-
“=7_¢ definida por: (r, f) = (s, g) se, e somente se,t =sef = g
Definigédo 11. A adigdo (+) ¢ a multiplicagido (X) de dois numeros hiper-reais de 1

tada por

sao definidas por:

M) D+, =, (+s f+g; () (X, g =, (s, g+ fs + fg).
Para qualquer hiper-real {r, f), podemos escrever: (t, f) = (t, 0) + (0, f).

Teorema 1. A estrutura (74, +, X, 0, 1), em que “0” e “1” representam, respectiva-
mente, o hiper-real nulo {0, 0) e o hiper-real (1, 0), é um anel comutativo com unidade.

A estrutura de corpo (R, +, ., 0, 1) pode ser vista como um subanel de {({, +, X, 0, 1),
pela identificacio de todo par da forma (r, 0) com o nimero real r. A relacio de ordem <, de
R, pode ser estendida a 1, onde é nio linear.

Definigdo 12. (r, f) < (s, g) se, e somente se, r <s,our = s e f(x) < g(x), Vx € L

Defini¢do 13. A ordem de um infinitésimo qualquer, (0, g), relativamente a2 um
infinitésimo (0, f), é definida por:

2) (0, f) e (0, g) possuem mesma ordem se lim ) =, , sendo b um numero real
standard diferente de zero; w8

b) A ordem de (0, f) é superior a de (0, g) se lgl % =0;

) (0, f) ¢ de ordem k relativamente a {0, g) se lim i% =b , para b um nimero
real standard diferente de zero. [5G

Dois infinitésimos (0, f) e (0, g) sdo ditos equivalentes quando lim % =1.

X2 g(X

Dada uma funcio f qualquer, definida em R, esta pode ser facilmente estendida a
uma hiperfungio f: {4 > 9. E dado um ntimero hiper-real r € M, como r = (¢, g) = (’, 0) +
(0, @), podemos escrever f(r) = f(r* + €), sendo f, portanto, uma funcio de funcio de €. Assim,
podemos expressar naturalmente a no¢ao de limite da analise cldssica na linguagem dos infini-
tésimos.

Definigdo 14. Dada uma funcio hiper-real f: B < { - {1,

lim f(x) = b se, e somente se, x € [t] implica que f(x) € [b].

Defini¢ao 15. Uma variavel infinita é uma funcio v, v: [ € R — R, tal que

lim v(x) = oo.

Defini¢do 16. Um ntimero hiper-real infinito ¢ um par da forma (v, 0) , em que v
¢ uma variavel infinita.

Definigédo 17. O conjunto dos nimeros hiper-reais estendidos, denotado por 117,
¢ definido por: 1" = {a: a € {J ou a é um hiper-real infinito}.
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As opera¢oes de adicdo e multiplicacdo e a relagio de igualdade (identidade) de {1
podem ser estendidas a 11", de tal modo que a estrutura (1", +, X, 0, 1) conserve algumas das
propriedades algébricas importantes do hiperanel ({1, +, X, 0, 1). Como, porém, falham algu-
mas clausulas da definicdo de anel, nés a denominamos um quase-anel. Através de {" é que
delineamos uma teoria paraconsistente para o calculo diferencial.

Aplicagio 1. A aceleragdo no movimento circular uniforme (aceleragio centripeta)

Consideremos uma particula que descreve um movimento circular de raio r, em torno
de um ponto O, pela acdo de uma forca centrada no mesmo. Consideremos, também, que no
instante t a particula se encontre na posi¢ao P da figura abaixo, dada por um angulo o forma-
do entre o raio e o eixo x, e coordenadas (x, y), todos dependendo de t:

o =o(), x=x(t),e y=y().

Desejamos estabelecer uma férmula para a aceleracdo da particula, usando algumas
das proptiedades do quase anel {1". Sob uma variacdo infinitesimal 8 > 0 (6 inversivel) do
tempo t, a particula sofrerd uma alteracdo em sua posi¢ao, passando do ponto P a um ponto Q,
determinado por um raio, formando com o eixo x, um angulo 0t + 0). O acréscimo angular
serd, pois, € = Oi(t + ) - 0U(t) (se julgar necessitio, faca uma figura para acompanhar o desen-
volvimento da construcio). Fatos que podemos assumit:

a) Se x =0, sendo a variavel infinitesimal associada a x comparavel com a func¢io nula
0, entdo senx = x. Mas, sendo x = 0, podemos escrever x = 7, ¥ infinitesimal. Valendo, sob a
restricdo inicial para x, a relacdo | senx | < | X | em 1, temos que |senx = | sen(Y) [< |vl.
Como 0 < x < /2, podemos escrever 0 < seny < 7, concluindo que seny =Y.

b) f(r + €) - f(r) = P(r) X € + 8, sendo O, infinitésimo de ordem superior a de €, para
todo € infinitesimal.

~ Posicionando os vetores-velocidade v; e V; da particula em P e Q numa origem co-
mum, O, comparando com os vetotres-posicio em P e Q, temos, com o uso das propriedades
que acabamos de assinalar, os vetores-velocidade:

Q
V(t+0)-v (0 r (ot +8) - o (1)

Q

Os vetores-velocidade sdo perpendiculares aos raios, na dire¢dao dos quais os vetores-
aceleracdo apontam para o centro O. Como as equagdes X, y, O e v sdo diferencidveis em t,
temos por (b) e pela relacio = em {17, que ot +6) - o () =’ () X B e v(t + 6) — v(t) =V’(t)
X 0 (as duas expressoes diferem por um infinitésimo de ordem supetior a de 0).
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Como os triangulos OPQ e OPQ sio semelhantes, temos:

v+ 0)-v) = r(ot+0)-o) e
v(t) r

V() X 0 =r(ot + 6) - ot) > v'(t) = r(out + 0) - b)) X v(t)

v(t) r 0 r
\*\/—/
=v(0)
Logo, v’(t) =v*(t), que é a lei procurada para a aceleracio. U
r

O calculo diferencial paraconsistente

Costa (2000) introduz o cdlenlo diferencial paraconsistente C, apresentando em detalhes os
conceitos que aparecem 2 frente. Este calculo ¢ interpretado na estrutura classica {1, como
acima visto, contendo tanto numeros infinitesimais quanto numeros infinitos. Em uma lingua-
gem légica rigorosa, temos, conforme esse autor, que este calculo é ndo trivial — mas incon-
sistente —, se a analise classica for consistente. Dito de outra forma, quem o garante é a
propria analise classica: se esta, de fato, é uma teoria livre de propriedades capazes de invalida-
la, entdo, embora associado a propriedades inconsistentes — que nao o invalidam, pois este se
submete a légica paraconsistente que admite inconsisténcias —, este calculo também estara
livre de tais propriedades, digamos, catastroficas.

A linguagem L. de CDp ¢ a linguagem L.” de C 7, estendida a linguagem de CHU ,
com simbolos funcionais; constantes especiais para nomear os individuos da estrutura A'; o
predicado <; as operacoes de 1; e trés espécies de varidveis individuais, para denotarem,
respectivamente, hiper-reais finitos - 1, s, ... -, infinitésimos - 9, €, ... -, ¢ infinitos.

A légica subjacente a CDp ¢é o calculo paraconsistente de predicados de primeira
ordem com igualdade C 7, e a teoria de conjuntos subjacente € a teoria paraconsistente de
conjuntos CHU, de da Costa (2000).

Introduzimos em L, a seguir, por defini¢do, o predicado
predicado de igualdade generalizado, necessario para a comparacao de niumeros que diferem
entre si apenas infinitesimalmente.

113

= “ que representa um

Definigao 18. O predicado de igualdade generalizada, ou identidade generali-
zada, denotado por “ =%, ¢ definido por: t =t, = .t -t =€, comt et, termos da linguagem,
€ infinitésimo, e = o predicado primitivo de igualdade de L.

Definimos —(t, = t,), o que denotamos por t, T t, por: t, Tt, =, t #t,.

Definigao 19. Uma fungdo hiper-real (ou hiper-fungio) ¢ uma funcio f cujo do-
minio é um subconjunto do conjunto I de hipet-reais, com valores em 1" £: B < -» {1".

A defini¢ao de limite de uma funcao hiper-real f(x), quando x tende a um nimero
real standard, é a usual.

Definigdo 20. Dada uma funcio hiper-real f: B € {1 » {1" e nimeros reais standard

r e b, temos:

992
Ciéncia & Edncacio, v. 18, n. 4, p. 981-996, 2012



Calculus infinitesimalis: uma teoria ...

lim f(x) = b

X-1

se, e somente se, (¥ € > 0)(30 > 0)(V x)(0 < |x -t |<5—>|f(x)—b|<8.

Teotema 2. Dada uma funcio hipet-real f: B € {1 -» {1, temos que: lim f(x) = k

se, e somente se, (Vx) (x € B) (x=1) » (f(x) =k)). o

Podemos introduzir, na linguagem L, os conceitos de limite de uma funcio hiper-real
nos casos em que x, ou f(x), tendem ao infinito.

Definigdo 21. Dada uma funcio hipet-teal f: B € {1 = 11" ¢ um real standard b,
temos: lim f(x) = b

x(u, 0)

se, e somente se, (3 (v, 0) € 1) (Vx) (( |x|> |, 0) |) > (f(x) =b)).

Os outros casos de limites infinitos sdo definidos analogamente.

Definigdo 22. Uma funcio hiper-real f: U € {1 » 1" é continua em um hipet-real
(r, g) € U se, e somente se (¥ (s, h) € U) (r,g) =(s,h) - {f({r, g)) = f({s, h)). Caso contrario,
f ¢ descontinua em (r, g).

Definigdo 23. A derivada de uma func¢io hiper-real £: 1 » {1, em um nimero real
standard r, denotada por £(r), ¢ um numero real standard, denotado por £(r), tal que

fr +€) - f(r) = P(r) X € + d,

onde € ¢ um infinitésimo arbitrario, e § é um infinitésimo com ordem superior a de €,
do qual depende.

Observagio 1. De acordo com a definicao, D serd o valor da derivada de f em um
numero real standard 1, isto é, D = £7(r), se tivermos f(r + €) — f(r) =D X €.

As operacGes de derivagio e os teoremas principais do calculo classico usual preset-
vam suas catractetisticas no calculo paraconsistente, no qual podem ser demonstrados teore-
mas classicos, como: o Teorema de Weierstrass, Teorema de Rolle, Teorema do Valor Interme-
diario e Teorema do Valor Médio. Baseados em trabalhos de Robinson (1996), Robinson e
Zakon (1969) e Stroyan e Luxemburg (1970), desenvolvemos, para o Calculo Diferencial Para-
consistente, um Teorema de Transferéncia que estabelece as condi¢des sob as quais essa com-
patibilidade ocorre. Apresentamos, a seguir, o seu enunciado.

Teorema 3. Teorema de transferéncia

Sejam as superestruturas R e 9, as funcdes de interpretacio i e i”, e 0 monomorfismo
*, como introduzidos acima, e seja 0U(x , X,,...,x ) uma férmula de L, cujas varidveis livres estao
entre X, X,,...,X . Nessas condi¢des, 0L(x , X,,...,x ) € vilida em R relativamente a V. se, e somente
se, *(0U(X,, X,,...,X ) ¢ vilida em S relativamente a V...

Consideragdes finais

O calculo infinitesimal ocupa, na histéria da Ciéncia Moderna, um capitulo de pro-
fundo significado que, infelizmente, carece de um espaco mais amplo no capitulo de formacio
basica do curriculo dos cursos de graduagio, como os cursos de Engenhatia, em suas diversas
modalidades, e, mesmo, cursos de Licenciatura, como os de Matematica, Fisica, Pedagogia e
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Filosofia. Perde-se, sem esse espago, a oportunidade de se conhecer melhor o seu real signifi-
cado, sua histéria, o processo de criacdo e consolidacdo da linguagem cientifica e, particulat-
mente, a consciéncia de que o calculo diferencial e integral contemporaneo é parte de uma
teotia em expansio, cujos limites mal podemos imaginar. A esse respeito, Longo (1999, 2005)
busca conexdes entre os conceitos matematicos — pilares do conhecimento, da objetividade e
da estabilidade conceitual, que interage fortemente na constituicao dos objetos —, a fisica e a
genealogia dos conceitos em outras ciéncias, como a biologia e a histéria. Observando, por
outro lado, o contexto atual e globalizado do ensino do calculo, a partir da producio cientifica
que trata, sob variados angulos, desse tema, verificamos que predomina a busca pela forma
ideal para tornar mais acessivel e pratico o seu ensino. Fato compreensivel e desejavel, mas
que ndo deveria excluir atividades e enfoques historicos e epistemologicos, que sé fariam
enriquecer a formacio de cada aluno. Algo como sugere o trabalho desenvolvido na Universi-
dade Estadual do Rio Grande do Sul (UERGS), pelos professores Tania Cristina Baptista
Cabral e Roberto Ribeiro Baldino, relacionado com o uso do cilculo infinitesimal no curso de
Engenharia em Sistemas Digitais (CABRAL; BALDINO, 2000).

Fleutiot e Paulson (1998) também ilustram a potencialidade dos infinitésimos em
aplicacbes da ANS da geometria a Fisica de Newton. Arkeryd (2004), fisico polonés, faz uso
da ANS para o estudo de particulas de gases rarefeitos, submetidos a forcas infinitas, como a
forca gravitacional, estranhando que os préprios matematicos ndo desenvolvam mais pesqui-
sas utilizando o célculo infinitesimal. Curiosamente, Arkeryd (2004), nesse trabalho, nos reme-
te, mais uma vez, ao passado, lembrando que Anaximenes de Mileto elegeu exatamente o ar
como elemento primordial, no que, bem mais do que coincidéncia, sentimos a presenca da
linha temporal e causal que une o conhecimento cientifico de todas as épocas.

O trabalho inclui considera¢des sobre uma légica pouco divulgada ainda, a légica
paraconsistente. Sobre isso hd uma questio que vagou pelo universo cientifico por muitos
séculos: a logica classica € a tnica logica possivel? Mais uma vez, nos reportamos a fisica, ou
a fisica contemporanea, cujos fendmenos colocam essa questio em primeiro plano. Nem sem-
pre algo se alinha precisamente com a verdade ou com a falsidade. Essa foi uma das motiva-
¢bes de Newton da Costa para sua criagdo. E a proposta do calculo paraconsistente foi uma
das consequéncias dessa criagdo que, antes de pér em duvida a importancia da logica de
Artistoteles, associa-se a mesma e aos demais sistemas logicos verdadeiramente relevantes,
que fortalecem a ciéncia como um todo. Concebido com o seu uso, o calculo diferencial
paraconsistente corrobora e amplia a perspectiva anteriormente colocada, mostrando, através
dos infinitésimos e da légica paraconsistente, como teotias solidas podem ser construidas a
partir de elementos que, em sua base, conservam aspectos insolitos, ou aspectos que extrapo-
lam os limites do senso comum. Sua construgao faz uso e também amplia aspectos da lingua-
gem cientifica, da linguagem l6gica e da linguagem conjuntista. Da mesma forma como o uso
da légica paraconsistente tem crescido e se diversificado, desde as primeiras pesquisas de da
Costa, despertando o interesse da Medicina, do Direito, da Robética e da Fisica, acreditamos
que o calculo diferencial paraconsistente se estenderd ao calculo integral paraconsistente e as
equacoes diferenciais paraconsistentes, compondo, com o cilculo classico e a ANS, um ferra-
mental matematico capaz de enfrentar, com maior eficiéncia, rigor l6gico-matematico e até
simplicidade, problemas matematicos que ndao possam ser convenientemente tratados pela
analise convencional.
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Concluimos observando que o calculo, como é mais comumente chamado, é, de fato,
uma teoria cercada de mitos, que geram a crenca em sua dificuldade intrinseca. A crenca na
impossibilidade de ser aprendido como qualquer outra disciplina da area de matematica, dos
cursos de graduagio. Ignorar que ajudam a criar e propagar esse mito a baixa compreensio de
sua linguagem — cuja construcio deve-se dar desde o Ensino Fundamental, incluindo as pro-
priedades elementatres do cilculo proposicional e do calculo de predicados —, a insisténcia na
abordagem utilitarista — que exclui a sua histéria e muito do que o aproxima da fisica, da
filosofia e de como se constrdi o conhecimento cientifico —, € o uso inconsciente de recursos
computacionais, é fechar os olhos para uma clara realidade.
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