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Resumo

O artigo maostra que estruturas hierdrquicas de dados sio encontradas freqlentemente
em diversos estudos e que elas sdo caraclerizadas pela presenca de unidades
experimentais agrupadas em outras unidades maiores. Para avallar dados desta
natureza podem ser utilizados os modelos lineares hierdrquicos (MLH), que
constituem uma nova formulagiio para os modelos de efeitos aleatérios que permite
especificar cada um dos niveis de hierarquia separadamente e incorporar efeitos
aleatdrios associados a cada um desses niveis. O modelo hierdrquico com dois niveis
é apresentado e ilustrado. E apresentada, ao final, uma aplicagio na 4rea da
educagio, utilizando dados do SARESP 97 (Sistema de Avaliagio de Rendimento
Escolar do Estado de S3o Paulo)
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1i Introducdo

Estruturas hierdrquicas de dados sdo enconfradas com
fregliéncia em diversos estudos. Elas sdo caracterizadas pela presenca
de unidades experimentais agrupadas em outras unidades ainda
maiores, gque per sua vez também podem ou nido formar novos grupos.
Muitas vezes esta hierarquia & uma propriedade intrinseca da
populagio de interesse. Este tipo de estrutura é bastante comum em
sistemas educacionais, onde temos estudantes agrupados em classes,
que por sua vez estio agrupadas em escolas. As escolas podem ainda
estar agrupadas em delegacias de ensino e assim por diante (veja Figura
1.15.

Figura 1.1
Representacgdo de uma estrutura hierdrquica com 3 nfveis

escolas

classes

alunos

niveis de hierarquia

Estas estruturas de dados podem ser estudadas pelos chamados
modelos lineares hierdrquicos (Bryk e Raudenbush 1992, Goldstein
1995), que permitem que cada um dos niveis de hierarquia seja
especificado separadamente e que, posteriormente, sejam reunidos em
um Unico modelo. Além disso, estes modelos permitem a incorporagdo
de efeitos aleatérios associados a cada um de seus nfveis de hierarguia.
Estes efeitos aleatérios sdo na verdade erros aleatérios que representam
as diferencas existentes entre as unidades de cada nivel guanto a
varidvel de interesse do estudo, mesmo apés o controle de outras
varidveis.
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Teoricamente, cada nivel de um modelo linear hierdrquico
(MLH) ¢é formado por uma amostra aleatéria das unidades
consideradas. No caso do sistema educacional, um modelo linear
hierdrquico com 2 niveis poderia ter o primeiro nivel composto por
uma amostra de estudantes em cada escola e o segundo nivel, por uma
amostra de escolas.

Existem varidveis que estio diretamente associadas a cada nivel
de hierarguia. Por exemplo: em um sistema educacional onde se
deseja avaliar a habilidade (ou proficiéncia) em Lingua Portuguesa dos
estudantes do primeiro grau, podemos considerar que os estudantes
selecionados em cada uma das escolas compdem o primeiro nivel do
MLH, enquanto que as escolas selecionadas formam o segundo nivel.
O MLH permite que varidveis individuais, como, por exemplo, sexo do
aluno, nivel sécio-econdmico, grau de escolaridade da mae possam ser
incorporadas ao primeiro nivel do modelo (nivel aluno). )4 as varidveis
associadas as escolas a que esses alunos pertencem, como, por
exemplo, se a escola é publica ou privada, se possui ou ndo biblioteca,
a verba disponivel por aluno podem ser inseridas no segundo nivel do
modelo (nivel escola). Em resumo, cada nivel do MLH pode apresentar
varidveis associadas as unidades experimentais que o representam,
com o objetivo de tentar explicar as diferentes fontes de variabilidade
da varidvel resposta do modelo (neste caso, a habilidade em Lingua
Portuguesa) e de estudar as possiveis relagbes entre cada uma das
varidveis explicativas (demais varidveis mencionadas) e a varidvel
resposta.

Os modelos lineares hierdrquicos também representam uma
importante alternativa para a andlise de dados amostrais complexos
(Pessoa e Silva 1998), pois sdo capazes de incorporar aspectos
importantes deste tipo de amostra tais como conglomeragio e
estratificacdo. Quando as unidades em qualquer nivel de hierarquia sao
selecionadas com diferentes probabilidades, de formas ndo -
consideradas por covaridveis ligadas & estrutura populacional ou ao
plano amostral, Pfeffermann et. al. (1998) apresentam uma maneira de
incluir pesos no ajuste de modelos hierdrquicos para compensar essas
probabilidades distintas.

Os modelos lineares hierdrquicos podem ainda ser encontrados
na literatura sob outros titulos como modelos lineares multinfvel,
modelos de efeitos mistos, modelos de efeitos aleatérios, modelos de
regressdo com coeficientes aleatdrios e modelos de componentes de
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varidncia. Mas o termo modelo linear hierdrquico retrata um aspecto
importante da estrutura dos dados. Este termo surgiu da contribuigdo na
estimacdo Bayesiana de modelos lineares feita por Lindley e Smith
(1972) e Smith (1973). Neste contexto, estes autores elaboraram uma
modelagem para dados hierdrquicos envolvendo erros com estruturas
complexas. O algoritmo EM proposto em Dempster, Laird e Rubin
(1977) abriu um novo caminho para a estimagdo de componentes de
varidncia e Dempster, Rubin e Tsutakawa (1981) demonstraram que ele
poderia ser aplicado a estruturas hierdrquicas de dados. Em seguida,
outros métodos numéricos para a estimacio de componentes de
varidncia foram propostos pelo uso de minimos quadrados
generalizados reponderados iterativamente (Goldstein 1986) e pelo
algoritmo Scoring de Fisher (Longford 1987). Felizmente comegaram a
surgir programas computacionais sofisticados que viabilizaram o ajuste
desses modelos. Hoje podemos contar com uma série de programas
estatisticos que facilitam o uso de modelos lineares hierdrquicos, entre
eles os programas HLM (Bryk, Raudenbush e Congdon 1996), MLwiN
(Rasbash et al. 2000) e SAS (SAS Institute Inc. 1997).

Os modelos lineares hierdrquicos constituem portanto uma nova
formulagio para os modelos de efeitos aleatérios, motivada pela
prépria estrutura dos dados, permitindo a descricdo e andlise mais
apropriada das diferentes fontes de variagio e maior facilidade de
interpretacdo dos pardmetros do modelo. Além disso, os modelos
lineares hierdrquicos podem ser empregados em indmeras situagbes e
dreas de aplicacio.

+ 1 Introducdo ao Modelo Linear Hierdrquico

Esta segdao aborda algumas idéias de andlise de regressdo e de
andlise de varidncia (Neter et al. 1996) para introduzir o conceito de
modelo linear hierdrquico, apresentando o MLH com 2 nfveis e alguns
de seus principais submodelos.

2.1 Um exemplo utilizando Regressdo Linear Simples

Suponha que em uma determinada escola foram selecionados n
alunos e observadas as varidveis:
» Y aproveitamento em Matemdtica (AM) do i-ésimo aluno (varidvel
resposta),
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» Xi nivel socio-econdmico (NSE) do i-ésimo aluno (varidvel
explicativa), i=1,2,...,n.
O modelo de regressdo linear simples para os alunos desta escola é
dado por:

Y, =8, +B,X +r, (2.1)

onde
B : AM esperado para um aluno com NSE igual a 0 (X, =0),

f,: mudanca esperada no AM quando o NSE (X)) aumenta em uma
unidade,

ri : erro aleatério associado ao j-ésimo aluno,

suposigdes: os r 's possuem distribuicio normal com média 0 e
variincia o?

(representado por i ~ N(0,o?) ) e sdo independentes.

Selecionando uma outra escola cujos alunos estejam em
condigbes similares aos alunos da escola anterior e propondo um
modelo da mesma forma que o da equagio (2.1), temos uma outra reta
de regressao. Comparando as duas escolas, aquela que possui o maior
intercepto (/4,) é a que proporciona um AM esperado maior para

alunos com NSE igual a zero. A que tem a menor inclinagio (5,)

mostra uma relagdo AM-NSE mais fraca, ou seja, o NSE possui menor
influéncia sobre o AM, o que faz com que a varidvel NSE seja menos
preditiva se comparada A outra escola. Mas o que faz com que uma
escola tenha melhor aproveitamento que a outra, para alunos com NSE
igual a zero? Por que a relagio AM-NSE ndo é a mesma para as duas
escolas? Em outras palavras, por que estas duas escolas apresentam
diferentes coeficientes para a reta média ajustada? Na Figura 2.1 estdo
ilustradas 3 diferentes situagbes para melhor compreensio da
interpretacdo dos coeficientes de um modelo de regressio linear
simples.
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Figura 1
Comparagdo entre as retas médias ajustadas para

duas diferentes escolas
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As escolas A e B possuem diferentes interceptos e mesma
inclinagdo, ou seja, a escola B proporciona maior AM esperado
para alunos de menor NSE e a diferenca entre as duas escolas se
mantém A medida que o NSE aumenta (retas paralelas). A
influéncia do NSE no AM é a mesma para ambas as escolas.

As escolas A e B possuem mesmo intercepto e diferentes
inclinagbes, ou seja, as duas escolas proporcionam mesmo AM
esperado para alunos de menor NSE, porém a diferenca entre as
duas escolas cresce & medida que o NSE aumenta, devido as
diferentes inclinagbes. A influéncia do NSE no AM é menor na
escola A, ou seja, ela trata seus alunos de forma mais igualitria.
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(c) As escolas A e B possuem diferentes interceptos e diferentes
inclinagbes, ou seja, a escola B tem maior AM esperado para
alunos de menor NSE e a diferenca entre as duas escolas cresce a
medida que o NSE aumenta. A influéncia do NSE no AM é menor
na escola A,

Em muitos casos, como em um sistema educacional, o objetivo
ndo é estudar o AM apenas em uma determinada escola, mas sim
estudar o AM dos alunos em uma populagio de escolas. E possivel
entdo ajustar um (nico modelo que leve em conta a variagdo entre
todas as escolas selecionadas e que incorpore os diferentes aspectos de
cada uma delas e dos alunos que as compdem, fornecendo estimativas
mais apropriadas e resultados mais interessantes,

2.2 Modelo Linear Hierdrquico com 2 Niveis

Vamos agora considerar uma populacio de escolas onde foram
amostradas / unidades. Em cada escola foram selecionados n; alunos.

Pelo MLH com 2 niveis, todas as escolas selecionadas serdo
incorporadas em um (nico modelo, levando em conta a possfvel
variagao de interceptos e inclinagbes entre as escolas.

Temos entdo:

Yy = Bo; + By(X; =X )+ry (2.2)

i=1,2,.,nej=1,2,.. ] onde

Yi: AM do i-ésimo aluno da escola j,

Xi: NSE do i-ésimo aluno da escola §,

X _: média amostral global da varidvel NSE (Xy)

B, : AM esperado de um aluno da escola j com X, = X

B,;: mudanca esperada no AM quando Xi aumenta uma unidade

em relagioa X ,

rii: erro aleatdrio associado ao i-ésimo aluno da escola j,

suposigoes: rj ~ N(0, %) e ri's independentes.

Observe na equagdo (2.1) que a varidvel NSE foi utilizada em
seu valor original, enquanto que na equacdo (2.2) ela foi centrada na
média global. Mais adiante serdo comentados alguns aspectos

relacionados @ mudanca de locagdo dos preditores do nivel 1,
A equacdo (2.2) é chamada modelo do nivel 1 (nfvel aluna).
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O intercepto f, e a inclinagio f, podem ser modelados da
seguinte forma:

ﬁa} =Yoo +Upjs

(2.3)
By =¥ty

onde
Yoo ! Valor esperado dos interceptos na populagio de escolas,

¥40 ¢ valor esperado das inclinagbes na populagdo de escolas,
uey: efeito aleatdrio da escola j no intercepto f,,

wj: efeito aleatério da escola j na inclinagdo f,;,

T, ! varidncia populacional dos interceptos,

7,,: vVaridncia populacional das inclinagdes,

Tyy: Covaridncia entre £, e B,

suposiges: ug; ~ N(O, 74,), uei's independentes,

wj ~ N(O, 7,,), uy's independentes,

Cov(uy;,uy ) =17y €

uo's e uy's independentes dos ry 's.

Em resumo:
Boy ~ N¥ao, Tog) By ~ N(¥yo, T14) @ Cov(Boy By) = Tin,

As equagdes em (2.3) formam o modelo do nivel 2 (nivel
escola). Ele retrata que as escolas ndo possuem o mesmo intercepto e a
mesma inclinagdo, e os componentes aleatérios ue e uy ajudam a
explicar estas diferengas.

Podemos também incluir varidveis relacionadas as escolas no
modelo de nivel 2 para tentar explicar a variabilidade dos interceptos e
das inclinagtes, em outras palavras, para tentar explicar a variabilidade
entre as escolas.

Considere por exemplo a varidvel

W = 1 seaescola j éprivada,
! ]lo seaescola jépiblica.
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Um modelo alternativo para o nivel 2 pode ser escrito como:

ﬁn; =Yw +Tu1w.-' TUgj

(2.4)
By =+ W, +uy,.

Neste novo modelo temos:

Yoo valor esperado dos interceptos nas escolas pblicas,

Yo diferenga entre os valores esperados dos interceptos de
escolas publicas e privadas,

¥.o: Valor esperado das inclinagdes nas escolas piblicas,

¥,,: diferenca entre os valores esperados das inclinacbes de
escolas publicas e privadas,

uo;: efeito aleatdrio da escola j no intercepto f;,

u1;: efeito aleatério da escola j nainclinagao f,;,

Tyo: varidncia populacional dos interceptos corrigida pela
varidvel W,

7,,: varidncia populacional das inclinagdes corrigida pela
varidvel Wi,

Ty covaridncia entre fy; e f,;,

supaosigbes: uy ~ N0, 7,,), ug 's independentes,

uy ~ N(Q, 7y,), uij's independentes,

Cov(uy; Uy) =1y €

uoi's e uy's independentes dos ri; 's.

Sob o novo modelo 7y, 7, & 7, Sdo agora componentes de
varidncia e covaridncia condicionais (ou residuais), pois a varidvel W;
estd sendo considerada.

Substituindo a equagio (2.4) em (2.2), obtemos uma equagdo
cujo erro aleatério (U, +u, (X, - X )+r,) é bastante complexo.
Dentro de uma mesma escola, tais erros sdo dependentes, ja que ug e

uij $do comuns a todos os alunos desta escola. Além disso, estes erros
possuem varidncias desiguais, pois dependem dos valores de

(X; — X ) que variam entre os estudantes.

Estudos em Avaliagdo Fducacional, n® 23, janjun/2001 1



A aplicacdo de minimos quadrados ordindrios para estimagao
dos par@metros ndo é apropriada para estruturas de erros deste tipo,
pois seria preciso que eles fossem independentes, normalmente
distribuidos e com varidncia constante. Mas é possivel estimar tais
modelos  utilizando  procedimentos iterativos de  mdxima
verossimilhanga (Andreoni 1989). Observe que se uy e uy; fossem nulos
para todo j, os pardmetros poderiam ser estimados por uma regressao
de minimos quadrados ordindrios.

2.3 Alguns Submodelos

A partir do MLH com 2 niveis representado pelas equages (2.2)

e (2.4), podem ser obtidos submodelos mais simples. Basta que alguns
termos destas equagdes sejam considerados nulos.
Nesta secdo iremos ilustrar alguns desses submodelos:

ANOVA com 1 fator e efeitos aleatérios,

regressio de médias como respostas,

ANCOVA com 1 fator e efeitos aleatorios,

modelo de regressdo com coeficientes aleatérios,

interceptos e inclinagBes como respostas,

modelo com inclinagbes variando néo aleatoriamente.
Para maiores detalhes sobre regressio linear, andlise de
varidncia (ANOVA) e andlise de covariincia (ANCOVA) cldssicas
consulte Neter et al.(1996).

L A A A A

2.3.1 ANOVA com 1 Fator e Efeitos Aleat6rios

E a estrutura mais simples possfvel do modelo linear hierdrquico
com 2 niveis. Este submodelo ndo possui nenhuma varidvel preditora
em nenhum de seus nfveis e, portanto, a inclinagéo f,; no modelo do

nivel 1 é nula para todo j.
Temos entdo o modelo do nivel 1;

Yy =B+ (2.5)

B,, : resposta esperada para a j-ésima escola,

suposigoes: ry ~ N(0,o”) e ry 's independentes

12 Estudos em Avaliagdo Educacional, n® 23, jan{jun/2001




E 0 modelo do nivel 2:

Boy =Yoo Uy, (2.6)
onde,
Yoo : eSposta esperada para a populagao,
ug;; efeito aleatdrio associado a j-8sima escola,
suposiches: uo; ~ N(0, 7,,), ug's independentes e
ug 's independentes dos rii 's.
A varidncia da resposta é dada por:

Var(Y;) =Var(u,, + ;) =ty + 0°

Note que esta varidncia é composta pela variagdo entre as
unidades do nfvel 1 (alunos) e entre as unidades do nfvel 2 (escolas).

Este modelo hierdrquico é chamado totalmente ndo
condicional, pois tanto o nivel 1 quanto o nivel 2 ndo possuem
nenhuma variavel preditora.

Um pardmetro bastante Gtil associado 3 ANOVA com 1 fator e
efeitos aleatdrios é o coeficiente de correlagdo intra—classe, dado por:

- T

7 Too +0°

Ele representa a proporgio da varidncia da resposta explicada
pela variabilidade entre as unidades do nivel 2 (escolas). Ainda sob este
madelo, p representa a correlagio entre dois individuos distintos
pertencentes ao mesmo grupo. Entio p pode ser visto também como
uma medida do grau de dependéncia dos individuos de um mesmo
grupo ou ainda como uma medida de homogeneidade deste grupo.
Espera-se, por exemplo, que estudantes de uma mesma escola tenham
mais similaridades do que estudantes de escolas diferentes, uma vez
que eles dividem as mesmas experiéncias, 0 mesmo ambiente etc, Estas
idéias sdo discutidas em Kreft e De Leeuw (1998).

2.3.2 Regressao de Médias como Respostas

Neste submodelo do MLH com 2 niveis sdo incorporadas
varidveis preditoras no segundo nivel do modelo, buscando explicar a
variabilidade dos coeficientes f,, entre as unidades do nivel 2

{escolas).
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O modelo do nfvel 1 é igual ao caso da ANOVA com 1 fator e
efeitos aleatérios, definido em (2.5). J4 o coeficiente f,;, torna-se a

varidvel resposta de uma regressdo linear, cujas varidveis explicativas
correspondem a caracteristicas do grupo j. Por exemplo:

Yy =Boy+rp (2.7)

Boj =Yoo T ¥uW, +Uy, (2.8)

onde as equacgdes (2.7) e (2.8) correspondem ao modelo do nivel 1 e
ao modelo do nivel 2 respectivamente.

Agora ug corresponde ao residuo da regressio no nivel 2.
Portanto, a varidncia de ug (7,,) é a varidncia residual ou, ainda, a

varidncia condicional de f;, corrigida pela varidvel Wi.

O coeficiente p apresentado na subsecdo 2.3.1 agora €

chamado coeficiente de correlagdo intra-classe condicional e continua
representando o grau de dependéncia entre individuos de um mesmo
grupo, porém corrigido pela varidvel W/.

2.3.3 ANCOVA com 1 Fator e Efeitos Aleatdrios

A diferenca bdsica entre este modelo e a ANCOVA classica é a
existéncia de efeitos aleatérios. No modelo do nivel 1 sdo inclufdas
covaridveis, como na equagdo (2.2). No modelo do nivel 2, temos as
equagbes dadas por (2.3), porém considerando nulos os efeitos
aleatérios uy. Desta forma supde-se que as inclinagbes f,, sdo iguais
para todas as escolas, ou seja, o efeito da varidvel do nfvel 1 é o
mesmo para todas elas. Entdo, na Andlise de Covaridncia com 1 fator e
efeitos aleatérios, os modelos do nivel 1 e do nivel 2 podem ser
escritos, respectivamente, como:

ﬁw =Yoo T Uy
By =¥1o-

Agora f,, € a resposta esperada para um individuo da j-ésima

(2.10)

unidade do nivel 2 com X, = X . Temos ainda que
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ﬂnj =f}_f _ﬂij{f.j —)_l'__},
ou seja, [, corresponde a resposta esperada da escola | corrigida pelas
diferengas em Xj encontradas entre as escolas, ou seja, f;, é uma
média ajustada para o grupo f.
Além de covaridveis no nivel 1, é possivel incluir também
covaridveis no nfvel 2, como por exemplo:

ﬁﬂj =¥w +Yu1w.f +uﬂ!*
By = Y-

A ANCOVA cldssica assume que o efeito da covaridvel é
comum a todos os grupos. Essa suposicio pode ser facilmente relaxada
utilizando modelos cujas inclinagdes f,, variam aleatoriamente ou ndo

aleatoriamente, como acontece nos submodelos descritos a seguir.

2.3.3.1 Modelo de Regressio com Coeficientes
Aleatérios

Todos os submodelos discutidos anteriormente sao exemplos de
modelos com interceptos aleatdrios. As inclinagbes do nivel 1, f§,;, s6

estdo presentes na ANCOVA com 1 fator e efeitos aleatorios, mas tém
efeito comum a todos os grupos (efeito fixo).

Vamos agora descrever um submodelo onde as inclinagbes do
nfvel 1 variam aleatoriamente entre as unidades do nivel 2. O caso
mais simples é o modelo de regressdo com efeitos aleatérios, onde
interceptos e inclinagbes variam aleatoriamente, sem que haja
caracteristicas do grupo gue possam ajudar a explicar esta variagao.
Neste caso, o modelo do nivel 1 e o modelo do nivel 2 sdo idénticos a
(2.2) e (2.3), respectivamente:

Yy = Bo; + By (X "2_)""&:

Boj =Yoo + Uy,
ﬁu =Vio tUy
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2.3.3.2 Interceptos e Inclinagdes como Respostas

No modelo de interceptos e inclinagbes como respostas, o
objetivo é tentar incorporar varidveis no modelo do nivel 2 de forma
que elas ajudem a explicar ndo s6 a variabilidade dos interceptos, mas
também a das inclinagbes. Para este submodelo, as equagdes do nivel
1 e do nivel 2 coincidem com (2.2} e (2.4), respectivamente:

Y; =;30j+161j(xﬁ "f..}"‘rg:

Boj =Y +Tu1W; + Uy,
By =¥ +1rW, +u,,.

2.3.3.3 Modelo com Inclinagbes Variando Nao
Aleatoriamente

Imagine que, apds incluir uma varidvel de grupo W; como,
preditora de f,;, reste pouca ou quase nenhuma varidncia para ser

explicada. Uma vez que a varidncia residual estd bem préxima de zero,
é sensato considerar nulos todos os resfduos ui;. Desta forma 7, e 7,

serdo eliminados e portanto ndo serd necessdrio estima-los.
Neste caso, a equagdo que descreve as inclinagbes B, no

modelo de nivel 2 pode ser escrita como:
By =Y + W)
Observe que as inclinagdes variam de grupo para grupo, porém
sua variagdo ndo é aleatdria, pois f,; varia estritamente como fungdo
da varidvel de grupo Wi.

2.4  Algumas Consideragoes

A extensdo para modelos com muiltiplos preditores em ambos os
niveis é bastante simples. As expressdes gerais para modelos lineares
hierdrquicos com 2 niveis, considerando @ preditores no nivel 1 e sq
preditores no nivel 2 para cada coeficiente f,;da regressdo no nivel 1

sdo dadas por:
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Yy = Boy + By Xy + Boy Xoy +...+ By Xy + 1 (nivel1) e

ﬂm’ = ?ﬁﬂ + rq"lwlj + yqzwef +...+ ?’q" Wan‘-lf +L|'qr {'I'vael 2],

im=1,2.,mj=12.,]leq=01,..Q.

E importante ressaltar que a inclusdo de varidveis explicativas
nas equagdes do modelo do nivel 2, com excegdo da que representa o
coeficiente B,,, resulta no aparecimento de termos de interagdo entre
varidveis dos 2 niveis do modelo. Isto significa que uma caracteristica
do grupo pode modificar o efeito de uma caracterfstica individual na
variavel resposta, potencializande ou reduzindo este efeito.

Outro aspecto importante é a locagio dos preditores, tanto do
nivel 1 quanto do nivel 2, Ela pode tornar adequada a interpretacéio do
intercepto da regressdo. No nivel 1, por exemplo, se utilizarmos a
métrica natural de um preditor X, talvez a interpretacdo do intercepto
fo; ndo seja apropriada. Se Xj fosse altura, por exemplo, nao faria

sentido interpretar f,; como a resposta esperada para um individuo do

grupo j com altura igual a zero. Seria preciso escolher outra locagao,
como a média amostral global da varidvel altura ou, ainda, a média
amostral de cada unidade do nivel 2. Mas desta forma estarfamos
mudando a interpretacio de £, .

No primeiro caso, tratase da resposta eiperada para um
individuo da j-€sima unidade do nivel 2 com X, =X , ou uma média

ajustada, como ja mencionado na subse¢do 2.3.3. Mo segundo caso,
By, € a resposta esperada para um individuo da jésima unidade do

nfvel 2 com X, = X, ou seja, com preditor igual 3 média amostral de
seu grupo. Nesta situagio, o intercepto f,, pode ser visto como a
verdadeira média do grupo j, ou seja, By, = i, .

A locagio pode ser feita em qualquer outro valor, desde que
resulte numa interpretacdo adequada de f;,. O mesmo cuidado deve

ser tomado com relagdo aos preditores do nivel 2, pois a mudanga de
locagdo nestas varidveis ird modificar a interpretagao dos interceptos
deste nivel. A mudancga de locacio algumas vezes ajuda a solucionar

Estudos em Avaliagdo Educacional, n® 23, jan-jun/2001 17



possiveis problemas numéricos no processo de estimagao. Estas e
outras questdes envolvendo a locagio de preditores sdo discutidas em
Kreft e De Leew (1995) e em Natis (2000).

Este artigo ilustra 0 MLH em 2 niveis. Mas como ji citado
inicialmente, existem dados que podem estar estruturados em mais de
2 niveis de hierarquia. Se estivéssemos avaliando, por exemplo, alunos
agrupados em escolas e estas por sua vez também agrupadas em
delegacias de ensino, teriamos um MLH com 3 nfveis cuja
representacdo poderia ser construida de maneira andloga ao MLH com
2 niveis. Entretanto, quanto maior o niimero de nfveis de hierarquia,
mais complicada se torna a interpretagdo dos coeficientes do modelo e
sua estrutura de varidncia e covaridncia.

Algumas vezes o nimero de unidades experimentais de um dos
niveis do modelo pode ser insuficiente para que este nivel possa ser
levado em conta, uma vez que o nimero de pardmetros que se deseja
estimar cresce com o aumento do nimero de niveis de hierarquia.
Neste caso, uma alternativa para incorporar uma varidvel associada a
este nivel é considerd-la em um dos demais niveis (Figura 2.2), seja
repetindo os mesmos valores para diversas unidades experimentais ou
utilizando uma medida resumo desta varidvel, o que podemos chamar
de varidvel agregada.

Figura 2
Exemplos de eliminagdo de um dos 3 niveis de um MLH

nivel 1: Alunos Alunos g'-g
| . JiF
nivel 2: Esi.ulas & g % ;
g B ]
nivel 3: ‘n}sﬁ 5% Delogacias & & %

(@) (®)

Considere o MLH com 3 nfveis, anteriormente mencionado,
com alunos no nivel 1, escolas no nivel 2 e delegacias no nfvel 3, Por
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exemplo: se o nimero de delegacias for insuficiente para que o nivel 3
seja considerado, ou ainda, se ndo estivermos interessados em estimar
a variabilidade de delegacias e sim apenas em estudar uma ou mais de
uma de suas caracterfsticas, por exemplo regido geogrifica de
localizagdo, podemos utilizar estas varidveis no nfvel de escola,
repetindo os mesmos valores destas varidveis para as escolas da mesma
delegacia. Outra situagdo: pode-se utilizar uma varidvel de escola no
nivel de aluno, ou ainda utilizar uma medida resumo desta varidvel
para as escolas pertencentes 3 mesma delegacia e incorporé-la ao nivel
de delegacia. Nestes dois casos estarfamos reduzindo o MLH de 3 para
2 niveis. Vale ressaltar que é preciso ter cuidado com a mudanga de
interpretagdo que o efeito da varidvel pode sofrer quando ela é avaliada
em oufro nivel.

3.  Aplicacdo na Area de Educagio

Esta secdo apresenta uma aplicagdio do MLH na drea de
Educagdo. Foram utilizados parte dos dados do SARESP 97 (Sistema de
Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo).

Neste trabalho estudou-se a habilidade em Lingua Portuguesa
dos alunos da 4* série de escolas publicas do Estado de Sdo Paulo,
segundo caracterfsticas dos alunos e das escolas a que eles pertenciam.
A habilidade (ou proficiéncia) é uma varidvel continua obtida a partir
da teoria da resposta ao item (TRI) (veja Lord 1980, Andrade e Valle
1998). Pela TRI, os escores dos alunos nas provas sdo convertidos para
uma outra escala, de maneira que dois alunos com o mesmo escore
podem nao ter a mesma habilidade, uma vez que os graus de
dificuldade e de discriminagdo de cada questio da prova sdo levados
em conta. As andlises aqui apresentadas trazem apenas algumas das
varidveis que foram efetivamente avaliadas no Saresp 97, a titulo de
ilustragdo.

O conjunto de dados aqui considerado contém uma amostra de
7897 alunos distribuidos em 557 escolas plblicas do Estado de Sdo
Paulo. O indice i identifica o aluno e o indice j identifica a escola a
que ele pertence. Para cada aluno temos as seguintes varidveis:

» Yi: habilidade na prova de Lingua Portuguesa,
» Sexoy: masculino=1, feminino=0,
» Idadey: (idade-9), (variagio de 0 a 4 anos).
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Vale ressaltar que a varidvel /dade; representa o desvio entre a
idade efetiva do aluno e a idade adequada para alunos da 4° série no
inicio do ano letivo (9 anos), quando foi realizada a prova.

Temos também as varidveis de escola:
» Tipoy: tipo de escola- 1* a 4* série=1, 1" a 8° série=0,
» Diretory atuacao do diretor - mais atuante =1, menos atuante =0,

Primeiramente, os dados serio analisados pelo programa HLM
(Bryk, Raudenbush e Congdon. 1996), utilizando mdxima
verossimilhanca restrita (MVR) (veja Andreoni (1989)). Em seguida, a
mesma andlise serd feita pelo PROC MIXED, um dos procedimentos do
programa SAS (SAS Institute Inc. 1997), também sob MVR.

3.1 Andlise no HIM

Serd adotado inicialmente o seguinte modelo:

Y, = B,; + B,,Sexo; + B, Idade; +r;

Boj =Yoo + Uy, (3.1)
By =7 +Uy
Bay =¥a0 + Uy,

com as suposigdes:
ri ~ N(0,0%) e rij 's independentes,
uor ~ N(O, 7)), usi 's independentes,
uj ~ N, 7,), uri's independentes,
uzi ~ N(O, 75), uz's independentes,
Cov(uy,uy)=1, seg#ke
uoi's, wij's e uai's independentes dos ri's.

A locagdo da varidvel Idade; no valor 9 faz com que o
coeficiente B, seja interpretado como o valor esperado da habilidade

na escola j para meninas com 9 anos de idade.
A seguir, temos os resultados do ajuste do modelo e os niveis
descritivos referentes aos testes de significancia dos efeitos fixos:
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Tabela 3.1
Estirmativas dos parimetros do modelo inicial e
niveis descrilivos

Coeficiente Pardmetro  Estimativa Erro Mivel
Padrio Descritivo
iy Yoo 10,2644 0,0241 < (3,007
iy ¥ 41,1729 0,0193 < 0,001
i Yo £,1307 0,0089 < 0,001
Tpn 01637
Ty 0,0135
Ten [,0072
b 0.6184

Para avaliar quais dos coeficientes 8 podem ser considerados

fixos, este modelo inicial serd comparado com autros com estrutura de
covariincias reduzida, pelo teste da raziio de verossimilhangas, com
um nivel de significAncia de 5%. Por este teste serd avaliado, para cada
coeficiente, se a sua varidncia e as covaridncias entre este e os demais
coeficientes do modelo podem ser consideradas nulas, A seguir, temos
um resumo das comparagies, sob MVR:

Tabela 3,2
Selegac i estrilun: de covarianias
Hipatese Daviance ™ Parmetros Nivel D;scri{i\rn

Ha: modelo (3.1)  19794,92 7

Het B fixo 20162,76 4 < 0,001

Ha: B; fixo 19796,24 4 0,724

He: My, fixo 19807,71 4 0,005

Hs f); fixa'™  19795,24 4

Ho: By, fixa 2027763 2 < 0,001

bo: f,, Exu 198049,21 2 0,002

™ Cordeiro {1966);
2 toshe dia ragdc te vorossimilhangas;
B models selecionado
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Testar a hipétese Ho: g, fixo, corresponde a testar se 7,, =0 e
T4 =0 para g#k,q=0,1,2.

De acordo com os resultados da Tabela 3.2, o modelo
selecionado apresenta somente o coeficiente da varidvel Sexo como
fixo. Portanto, o componente 7,, pode ser considerado nulo e as novas

estimativas de 1,, 7, e o° sio 0,1661, 0,0073 e 0,6420,

respectivamente. Apds a reducdo da estrutura de covaridncias, o
préximo passo consiste em verificar se alguma das varidveis de escola
ajuda a explicar a variabilidade dos coeficientes £, e f,;.

Serd entdo ajustado o modelo:
Y, = B,; + B, Sexo; + B, ,Idade; +r;

ﬂuj =Yoo +J"'mTfPDJ +ruzﬂfretar; +Upj,

ﬁu =%
Boy = Yao + Y1 TIPO; + ¥, Diretor; +u,,

(3.2)

A Tabela 3.3 traz os resultados deste ajuste e os nfveis
descritivos referentes aos testes de significincia dos efeitos fixos:

Tabela 3.3
Estimativas dos pardmetros do modelo e
niveis descritivos

Coeficienfe Parimetro Estimativa Frro Nivel
Padrio Descritivo
Yoo 0,1500 0,0402 < 0,001
ﬂw Yo 0,0967 0,0464 0,037
Yoz 0,1295 0,0460 0,005
ﬁu T -0,1140 0,0187 < 0,001
Y20 0,1336 0,0151 < 0,001
ﬁw ¥ 0,0150 0,0186 0,420
Yoz -0,0032 0,0181 0,861
Too 0,1598
Taz 0,0073
o? 0,6419
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De acordo com a estatistica de Wald (Sen e Singer 1993), os
parimetros correspondentes as varidveis Tipo (¥, ) e Diretor (¥}, no
coeficiente f,,, podem ser considerados simultaneamente nulos com
p=0,716.

Temos entdo o modelo final:
Y; = By, + B,;Sexo, + B, Idade; +r;
Boy = Voo +¥o0rT1PO; + o Diretor; + Uy,
By =Y
B =Va +Uy,

(3.3)

A Tabela 3.4 traz os resultados do ajuste deste modelo e os
niveis descritivos referentes aos testes de significdncia dos efeitos fixos:

Tabela 3.4
Estimativas dos pardmetros do modelo final e
niveis descritivos

Coeficiente Pardmetro Estimativa Erro Nivel
Padrio Descritivo
Yoo 0,1440 0,0350 < 0,001
By, Yot 0,1197  0,0365 0,001
Yoe 0,1248 0,0360 0,001
By Y10 0,1137  0,0187 < 0,001
Bz, Y20 -0,1301 0,0089 < 0,001
o 0,1595
e 0,0072
o? 0,6420

Tanto a varidncia condicional do intercepto (7,) como a
varidncia do coeficiente f,, (7,,) sdo significativamente diferentes de
zero, com p<0,001 e p=0,002, respectivamente. Observe que a

variabilidade entre os alunos (o®) é o componente de varidncia de
maior magnitude.
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Concluindo, & medida que o aluno se afasta da idade adequada
da série em estudo (9 anos), piora o seu desempenho em Lingua
Portuguesa. A reta média que descreve a relacio desempenho-idade
para os meninos estd abaixo da reta média das meninas, quando se
considera 0 mesmo tipo de escola e a mesma atuagao do diretor. Além
disso, escolas de 1* a 4° série e também com um diretor mais atuante,
contribuem para aumentar ainda mais o desempenho médio dos alunos
(veja Figura 3.1).

Figura 3.1
Comparagdo entre as retas médias ajustadas para cada tipo de escola e
atuacdo do diretor, de acordo com o sexo

Sexo masculino

03
g on
-0 TSl .
§ oo B
d -0s5+4 . —=
Q 1 2 k<) 4
idads - 9 (anos)
SRR R
(a)

Sexo feminino

Habifdade médis

(b)
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Onde:

t0,d0: escola do tipo 1* a 8* série e diretor menos atuante;
t0,d1: escola do tipo 17 a 87 série e diretor mais atuante;
t1,d0: escola do tipo 1 a 4* série e diretor menos atuante;
t1,d1: escola do tipo 1° a 4* série e diretor mais atuante.

3.2 Andlise no SAS e Aspectos Computacionais

Os dados foram reanalisados nos SAS, utilizando o PROC
MIXED, sob MVR, seguindo a mesma estratégia adotada no HIM. Os
resultados obtidos sdo praticamente idénticos aos do HLM. As
estimativas dos pardmetros diferem a partir da 4" casa decimal e os
niveis descritivos também estido bastante préximos.

A leitura dos dados nos dois programas utilizados é bem
diferente. O HLM necessita de um arquivo de dados para cada nfvel do
modelo, enquanto que o SAS trabalha com um Unico arquivo. Nesta
aplicagdo, por exemplo, o HLM utiliza um arquivo para os alunos e
outro para as escolas. Cada linha do arquivo do primeiro nivel
representa um aluno, contendo uma varidvel que identifica a escola a
que ele pertence e os preditores do nivel 1. Cada linha do arquivo do
segundo nivel representa uma escola, contendo uma varidvel que
identifica esta escola e os preditores do nivel 2. Jd o PROC MIXED do
SAS utiliza um arquivo com todos os preditores, tanto do nivel 1
quanto do nivel 2. Assim, os valores dos preditores do nivel 2 sdo
repetidos para todos os alunos que pertencem & mesma escola. Cada
linha do arquivo representa um aluno e é preciso ter também uma
varidvel que identifica a escola a que ele pertence.

Assim como na leitura dos dados, a saida com os resultados
gerada pelo HIM reflete os diferentes niveis de hierarquia. J4 o SAS
ndo possui uma safda organizada desta forma, uma vez que ele nao foi
especificamente elaborado para andlise de modelos lineares
hierdrquicos.

A implementagdo de um MLH no PROC MIXED ndo é tao direta
como no HLM. Singer {1998) apresenta exemplos semelhantes ao desta
aplicagdo, mostrando como implementa-los no PROC MIXED de forma
bastante didética. Vale lembrar que o processo de estimagédo feito no
HLM utiliza o algoritmo EM. J& o SAS utiliza como "default" o
algoritmo de Newton-Raphson (veja Andreoni, 1989 e SAS Institute
Inc., 1997).
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O HLM tem sido largamente utilizado para aplicagbes na drea
educacional, possuindo uma interface bastante amigdvel com o usudrio
(veja http://www.ssicentral.com/home.htm). Este e outros programas
utilizados na andlise de modelos lineares hierdrquicos sio brevemente
comentados em Kreft e De Leeuw (1998), como o MLwiN
(http:/multilevel.ioe.ac.uk/index.html), o VARCL e outros.

Consideragdes Finais

Os modelos lineares hierdrquicos constituem uma nova
formulagdo para os modelos de efeitos aleatérios que permitem uma
descrigdo e andlise mais apropriada das diferentes fontes de variagao.
Diversos submodelos do MLH com 2 niveis foram apresentados, desde
os mais simples, em que ndo hd nenhuma varidvel preditora, até os
mais complexos, em que existem preditores nos 2 niveis do modelo.
Neste artigo fica claro como o tratamento dos dados em 2 niveis de
hierarquia facilita a construgdo do modelo desejado e a interpretagdo
de seus pardmetros.

Os modelos lineares hierdrquicos vém sendo largamente
utilizados em diversas dreas de estudo, como, por exemplo, em
Educacdo, e cada vez mais crescem suas aplicagbes, estudos tedricos e
ferramentas computacionais para a implementacido destes modelos.
Neste artigo, toda teoria e a aplicacdo dos modelos hierdrquicos foram
apresentadas considerando modelos lineares e com distribuigdo
normal. Entretanto, existem outras alternativas, como, por exemplo,
modelos para dados bindrios ou, ainda, dados com distribuicdo de
Poisson, dependendo da distribuig¢do da varidvel resposta que se deseja
estudar. O HLM permite trabalhar com estes modelos, assim como o
PROC GENMOD do SAS.
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