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RESUMO

Neste trabalho sdo propostos modelos para acompanhar a evolu¢do
do desempenho educacional médio em Matemdtica de um grupo de
individuos avaliados ao longo do tempo no contexto da Teoria da
Resposta ao Item, possibilitando a estimagdo de habilidades médias
em periodos ndo avaliados. Foram avaliadas as curvas de crescimento
linear, quadrdtica, logistica e Gompertz. A caracteristica longitudinal
induz uma dependéncia entre as habilidades nos vdrios tempos
de avaliagdo, sendo propostas algumas estruturas de covaridncia
para modelar essa dependéncia. Os pardmetros dos itens foram
considerados conhecidos de uma calibracdo prévia. Realizou-se uma
aplicagdo em dados provenientes do Plano de Desenvolvimento
da Escola (PDE-Escola/MEC). Verificou-se que a curva de crescimento
logistica, associada a estrutura de correlagdo AR(1), ajustou-se
melhor aos dados, com uma altissima correlacdo entre as habilidades
estimadas, e que o maior ganho em habilidade ocorre até o final do
6° ano escolar.

PALAVRAS-CHAVE TEORIA DA RESPOSTA AO ITEM « CURVAS DE
CRESCIMENTO « MATEMATICA « AVALIACAO DA EDUCACAO.
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CURVA DE CRECIMIENTO PARA MATEMATICAS
VIA TEORIA DE RESPUESTA AL iTEM

RESUMEN

En este trabajo se proponen modelos para acompafiar la evolucion del desempefio
educacional medio en Matemdticas de un grupo de individuos evaluados a lo largo del
tiempo usando la Teoria de la Respuesta al Item, a fin de posibilitar la estimacion de
habilidades medias en periodos no evaluados. Se evaluaron las curvas de crecimiento
lineal, cuadrdtica, logistica y Gompertz. La caracteristica longitudinal induce una
dependencia entre las habilidades en los varios tiempos de evaluacion, proponiéndose
algunas estructuras de covariancia para modelar dicha dependencia. Los pardmetros
de los items fueron considerados conocidos de una calibracion prévia. Se realizo
una aplicacion en datos provenientes del Plano de Desenvolvimento da Escola
(PDE-Escola/MEC) [Plan de Desarrollo de la Escuela]. Se verifico que la curva de
crecimiento logistica, asociado a la estructura de correlacion AR(1), se ajusto mejor
a los datos, com una altisima correlacion entre las habilidades estimadas, y que la
mayor ganancia en habilidad ocurre hasta fines del 6° afio escolar.

PALABRAS CLAVE TEORIA DE LA RESPUESTA AL iTEM « CURVAS DE CRECIMIENTO -
MATEMATICAS « EVALUACION DE LA EDUCACION.

GROWTH CURVE FOR MATHEMATICS
VIA ITEM RESPONSE THEORY

ABSTRACT

This study proposes models to follow the evolution of average educational performance
of a group of individuals in Mathematics. They were evaluated over time using Item
Response Theory, enabling estimation of average skills in periods not evaluated and
improving the interpretation of scales. The linear, quadratic, logistic and Gompertz
growth curves were evaluated. The longitudinal feature leads to interdependence
among skills at the various evaluation times, with the proposal of some covariance
structures to model this dependence. The parameters of the items were known from
a prior calibration. Real data from the Plano de Desenvolvimento da Escola
(PDE-Escola/MEC) [School Development Plan] of the Ministry of Education were used.
It was found that the logistic growth curve, associated with the correlation structure
AR(1), fit better to data, with a very high correlation between the estimated skills and
that the greatest gain in skill occurs by the end of the 6th school year.

KEYWORDS ITEM RESPONSE THEORY ¢ GROWTH CURVES ¢« MATHEMATICS -
EVALUATION OF EDUCATION.
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INTRODUGAO

A avaliacdo educacional é um ponto importante no ensino
como politica de prestacdo de contas ou como planejamento
(RAUDENBUSH; FOTIU; CHEONG, 1998), sendo cada vez mais
discutida por profissionais que buscam receber mais infor-
macoes dos alunos do que simplesmente o nimero de itens
(questoes) respondidos corretamente em um teste. A Teoria
da Resposta ao Item (TRI) entrou nesse contexto com uma
abordagem inovadora, propondo modelos que relacionam os
tracos latentes (habilidades, proficiéncias ou desempenho)
do aluno com os itens apresentados a ele em um teste, mo-
delando assim a relacdo entre a probabilidade de um aluno
responder corretamente a determinado item e sua habilida-
de na drea de conhecimento avaliada (ANDRADE; TAVARES;
VALLE, 2000). Sobretudo, a principal contribuicdo da TRI
foi garantir que os resultados de avaliacOes realizadas em
momentos diferentes possam ser diretamente comparados,
possibilitando o avanco em outras dreas, tais como a men-
suracdo mais precisa do crescimento na habilidade ao longo
do tempo.
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A TRI vem tornando-se uma componente essencial para
o pesquisador em ciéncias do comportamento. Ela fornece
um poderoso meio para estudar respostas individuais a uma
variedade de estimulos e tem sido estendida e desenvolvida
para cobrir campos essenciais do conhecimento cientifico
(VAN DER LINDEN; HAMBLETON, 2013). Tornou-se a técni-
ca predominante no contexto de avalia¢oes educacionais no
Brasil e no mundo, com algumas iniciativas na construcao
de indicadores gerais em outras dreas (MOREIRA JR., 2010).
A TRI foi usada pela primeira vez em 1995, na andlise de
dados do Sistema Nacional de Ensino Bdsico (Saeb). A partir
dos resultados obtidos no Saeb, outras avaliacdes em larga
escala também foram planejadas e implementadas de modo
a serem analisadas por meio da TRI, das quais destacam-se:
Avaliacdo Nacional do Rendimento Escolar (Prova Brasil);
Sistema de Avaliacdo do Rendimento Escolar do Estado de
Sdo Paulo (Saresp); e, com maior énfase atualmente, Exame
Nacional do Ensino Médio (Enem).

Como antecipado, uma das principais vantagens da
TRI é possibilitar a comparabilidade de seus resultados em
distintos testes, edicoes ou niveis escolares, desde que de-
vidamente planejados para essa finalidade. Apés estimados
os parametros dos itens (etapa conhecida como calibracao),
as habilidades dos respondentes também sdo estimadas na
mesma escala, ou seja, sdo todas diretamente compardveis,
mesmo que os individuos respondam a conjuntos de itens
diferentes (BAKER; KIM, 2004).

No Saresp, por exemplo, que é aplicado anualmente,
sdo selecionados 13 blocos de oito itens cada, totalizando
104 itens cobrindo todo ou quase todo o conteudo de de-
terminada disciplina para cada nivel escolar. A partir desses
13 blocos, sdo elaborados 26 cadernos distintos de prova em
esquema de Blocos Incompletos Balanceados (BIB), cada um
com trés blocos, ou seja, 24 itens. Dessa forma, cada aluno
s6 responde a 24 itens, mas € avaliado um total de 104, per-
mitindo a interpretacdo mais precisa dos resultados do sis-
tema escolar. Parte dos itens de um ano (chamados itens de
ligacdo) é colocada nos blocos dos anos ou niveis seguintes,
possibilitando que parametros de provas aplicadas em anos
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e/ou niveis distintos estejam todos na mesma escala, de for-
ma que todos os itens (isto é, seus parametros) estejam em
uma escala Unica, totalmente compardvel, constituindo, as-
sim, as habilidades médias de cada ano, em cada nivel e dis-
ciplina (ANDRADE; TAVARES; VALLE, 2000).

Estudos longitudinais tém se apresentado como a fron-
teira da pesquisa cientifica e aplicada em muitas dreas, in-
cluindo o campo educacional em que o interesse reside em
acompanhar a eficdcia e equidade escolar. No entanto, alguns
autores ressaltam a impossibilidade de fazer inferéncias con-
fidveis sobre a eficdcia escolar com base em uma tnica medi-
da do desempenho (GOLDSTEIN et al., 2000), apontando para
a necessidade de estudos longitudinais. Nesse sentido, jd hd
iniciativas, como o Plano de Desenvolvimento da Escola
(PDE-Escola), do Ministério da Educacdo, conduzido pelo Ins-
tituto Nacional de Estudos e Pesquisas Anisio Teixeira (Inep)
erealizado de 1999 a 2003, com um baseline no inicio de 1999
e mais cinco testes ao final de cada ano, totalizando seis tes-
tes (CARNOY et al., 2008). Soma-se a esse o Geres (Estudo Lon-
gitudinal da Geracao Escolar) (FRANCO; BROOKE; ALVES, 2008;
BROOKE et al., 2014), com duas aplicacoes em 2005 (marco
e novembro) e continuado anualmente até 2008, no més de
novembro. Tanto o PDE como o Geres avaliaram Leitura e
Matemdtica, além da aplicacdo de questiondrios socioecono-
micos. Também h4d iniciativas na educacdo superior, parti-
cularmente na drea de medicina, com o Teste do Progresso
(SAKAT; FERREIRA FILHO; MATSUO, 2011).

Em termos de planejamento, é fundamental para os ges-
tores avaliar como as habilidades médias de suas unidades es-
tao evoluindo ao longo do tempo ou dos niveis educacionais,
possibilitando produzir previsoes a médio e longo prazos,
bem como melhorando a andlise dos contetidos absorvidos
nos vdrios niveis escolares (SMITH; YEN, 2006; SCHAFER et al.,
2012). O presente artigo trata exatamente deste problema,
ainda nao considerado na literatura no contexto da Teoria
da Resposta ao Item, de forma que sua contribuicdo serd de
grande relevancia ndo sé do ponto de vista tedrico, mas so-
bretudo na correcdao de rumos adotados pelos gestores, vi-
sando ao alcance de possiveis metas previamente definidas.
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Este trabalho estd organizado em trés secoes, além dessa
introducdo. A seguir, € feita a formalizacdo do modelo esta-
tistico, finalizando com breves comentdrios sobre a estima-
¢do dos parametros do modelo. Posteriormente, apresenta-se
uma aplicacdo nos dados do projeto PDE e, por fim, sdo teci-
das algumas consideragoes sobre o trabalho.

METODOLOGIA

O método consiste, prioritariamente, em modelar as médias
das distribuicOes latentes sem precisar obté-las por meio das
estimativas das habilidades, mas sim a partir de fun¢des que
servirdo para estimar as médias em um periodo continuo do
tempo. De forma geral, a seguir apresentam-se os requisi-
tos tedricos necessdrios a modelagem, a saber: a distribuicao
multivariada da habilidade; o modelo de resposta ao item; as
funcdes que modelardo as médias; e as estruturas de cova-
ridncia entre as habilidades dos respondentes nos diferentes
instantes de avaliacdo. Serd precisa alguma nota¢do minima
para uma maior compreensdo da modelagem, mas sem os
desenvolvimentos necessdrios para chegarmos ao processo
de estimacdao dos parametros, o que ndo é o escopo deste
artigo.

A DISTRIBUIGAO LATENTE DO

VETOR DE HABILIDADES

Considera-se a situacdo em que um grupo de N individuos
é avaliado ao longo do tempo, em T testes, e que as habi-
lidades individuais no tempo t = 1,...,T provém de uma va-
ridvel ¢, com média u, e varidncia o2 Dada a caracteristica
longitudinal, espera-se uma estrutura de dependéncia entre
as habilidades nos T testes, uma vez que os mesmos indivi-
duos sdo submetidos a tais testes. Supde-se que o vetor de
habilidades dos respondentes nos T testes, 6 = (0,, ,,..., 6,),
tenha distribuicao continua multivariada com vetor de pa-
rametros n de componentes finitas e funcdo densidade de
probabilidade g(0jn). No caso Normal T-variado tem-se que
n = (u, X), onde p = (u,, fr,..., 4,) € 0 vetor de médias e X € a
matriz T x T de covaridncias com elementos o,
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A FUNCAO DE RESPOSTA DO ITEM

Na maioria dos casos, particularmente na drea educacional,
o modelo adotado para a funcdo de resposta do item deve
satisfazer uma condicdo bdsica: quanto maior a habilidade,
maior serd a probabilidade de acerto ao item considerado.
Cada item tem caracteristicas proprias que devem ser repre-
sentadas por seus parametros. Frequentemente adotam-se
modelos unidimensionais, ou seja, o item mede o desempe-
nho especifico em uma tnica habilidade (Matemdtica, por
exemplo), sendo a mesma habilidade em todos os itens que
compoOem o teste. Isso significa que a habilidade de um in-
dividuo ndo se altera durante um teste t, mas certamente
poderd ser diferente nos T testes.

Sejam I, o nimero de itens no teste t e I o numero total
de itens nos T testes, vamos considerar que todos os itens
sejam de multipla escolha, dicotdmicos ou dicotomizados do
tipo certoferrado. A resposta do individuo j ao item i do teste t
serd representada pela varidvel aleatéria Bernoulli:

1, seoitemié respondido corretamente pelo individuo j no teste t;
Jit

0, seoitemindo é respondido corretamente pelo individuo j no teste t;
comi=1,.,1,j=1,.,N e t=1,.,T

A Funcao de Resposta do Item ou Curva Caracteristica do
Item (CCI) mais apropriada para a maioria dos casos é o mode-
lo logistico de trés parametros (ML3), dado por:

1
PU. =1|60,)=c+(1-¢) ————
Up= U0 =cr(1-0) ———m (1),

onde: 6, € a habilidade do j-ésimo respondente durante o tes-
tet; {,=(a, b, ¢)' € o conjunto de caracteristicas associadas ao
item i, no qual b, corresponde ao parametro de dificuldade
(ou de posicao), a, refere-se ao parametro de discriminacdo e
¢, € o parametro de acerto casual do item, que representa a
probabilidade de individuos com baixa habilidade responde-
rem corretamente ao item; e D é um fator de escala. Utiliza-
-se D = 1,7 quando deseja-se que a funcdo logistica forneca
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resultados semelhantes ao da func¢do ogiva normal, ouD =1
em caso contrdrio.

Embora estejam sendo considerados T testes tecnica-
mente distintos, alguns itens poderdo estar em dois ou mais
testes, de forma que I < ZLII .- Neste trabalho serd considera-
da uma ordenacdo nos I itens que compdem o conjunto dos
T testes, representando-os por { = (C,, ..., {).

ESTRUTURAS DE COVARIANCIA

Quando o interesse consiste em acompanhar o desempe-
nho de um mesmo grupo de avaliados ao longo do tempo,
é importante incorporar possiveis estruturas de covariancia
entre as habilidades desses respondentes. A seguir sdo apre-
sentadas algumas das principais estruturas para modelar
essa dependéncia. Mais detalhes podem ser obtidos em Tavares
e Andrade (2006).

MATRIZ DE COVARIANCIA DIAGONAL

Se considerarmos que as habilidades dos avaliados em um
tempo sdo ndo correlacionadas com as habilidades nos outros
T -1 tempos, é possivel afirmar que a matriz de covariancias
das habilidades nas T condicoes de avaliacdo é dada por:

o 0 0
0 o .. 0

= (2)
0 0 o

MATRIZ DE COVARIANCIA UNIFORME

Com essa estrutura, as variancias sdo sempre as mesmas,
iguais a o7 ao longo do tempo, e a correlacdo entre as habili-
dades dos alunos é igual a p € (-1,1). E dada por:

1 p P
p 1 P

=07 (3)
PP 1
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MATRIZ DE COVARIANCIA BANDAS

Essa estrutura é um pouco semelhante a anterior, sendo que
a diferenca estd no fato de ter uma dependéncia imediata,
no sentido de que apenas as habilidades nos tempos ime-
diatamente anterior e posterior a determinado tempo sdo
correlacionadas entre si. Essa correlacao também serd deno-
tada por p, cuja variacdo depende do valor de T.

1 p O 0
p 1 p 0

=0’ 0 p 1 0 (4)
0 0 O 1

MATRIZ DE COVARIANCIA AR(1)

Esta estrutura, conhecida como autorregressiva de ordem 1,
assume que as correlacdes entre as habilidades diminuem
a medida que aumenta a distancia entre os instantes das
observacoes. As variancias sdo sempre as mesmas em todos
os momentos. A forma dessa matriz é mostrada a seguir,
com p € (-1,1):

Apresentadas as principais estruturas de covarian-
cia constantes da literatura, passa-se, a seguir, a abordar
os modelos para curvas de crescimento utilizados nesse
estudo.

CURVAS DE CRESCIMENTO
Nesta secdo o interesse concentra-se no vetor de médias,
n= (4, 1y ..., 4;)', que representa as habilidades médias em
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cada tempo ou teste, sendo exploradas algumas formas de
crescimento para as médias u, do tipo:

u,= f(tla) (6),

onde f é uma funcdo duplamente diferencidvel com p pa-
rametros e a = (a,, a,..., o) refere-se ao vetor de parametros
da funcdo. Assumindo-se que os testes foram realizados nos
tempos t,, t,,..., t,, 0 vetor de médias nos T testes pode ser
escrito como:

n=(f(t |a), f(t|a), ..., f(E]a)) (7)

A seguir apresentam-se as principais func¢des propostas
na teoria de curvas de crescimento para modelar o cresci-
mento das médias populacionais y, para vdrias condigoes de
avaliacdo (JONES, 1993). A Figura 1 traz a representacao gra-
fica dessas curvas.

CURVA DE CRESCIMENTO LINEAR
O modelo para curva de crescimento linear é dado por:

#,= 0t agl 8)

Embora simples, essa curva ndo é realista em muitos
casos. No entanto, para determinado intervalo central, ela
normalmente aproxima-se muito bem de funcdes nao linea-
res. A maior restricdo em seu uso reside em projecoes para
o inicio ou final da escala, e naturalmente falha em maior
grau para tempos fora daqueles incluidos na pesquisa. Para
garantir o crescimento dessa fun¢ao, devemos ter « > 0.
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FIGURA 1 - Modelos para curvas de crescimento
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Fonte: Elaboracéo dos autores.

CURVA DE CRESCIMENTO QUADRATICA
O modelo para curva de crescimento quadrdtica é dado por:

w=aytot+ (xzt2 9

A funcdo quadrdtica é mais flexivel do que a linear, mas
trata-se de uma pardbola, de forma que, mesmo com uma
escolha realista dos parametros, ela mantém o crescimento
até certo ponto e depois comeca a decrescer, apresentando
um comportamento ndo desejado para uma curva de cresci-
mento. No entanto, ela também pode ajustar-se muito bem
aos dados em determinado intervalo, falhando com maior
intensidade nas extremidades da escala e, principalmente,
em projecoes fora do intervalo coberto pela pesquisa. Para
garantir o crescimento dessa funcdo em um caso tipico, de-
vemos ter o, <0 ea, > 0.

CURVA DE CRESCIMENTO LOGISTICA
O modelo para curva de crescimento logistica é dado por:

%

b= 10
' 1+e4t-%) ( )
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Esse modelo é bem mais realista do que os anteriores,
apresentando um comportamento ndo linear e sempre cres-
cente quando «, > 0 e a, > 0. Nesse modelo a assintota infe-
rior é zero e denota aproximadamente a habilidade média
para o menor nivel do sistema educacional incluido na ana-
lise. De forma similar, o pardmetro o, representa a habilida-
de média do maior nivel do sistema educacional inserido na
andlise. Essa curva assume um crescimento bem modesto da
habilidade média para os instantes iniciais, depois aumen-
ta gradualmente a velocidade de crescimento e, apés certo
ponto (denominado ponto de inflexdo), volta a diminuir a ve-
locidade. Seu crescimento é considerado simétrico, de for-
ma que a velocidade observada antes do ponto de inflexdo é
igual aquela verificada apés o referido ponto. Esse ponto de
inflexdo em que muda a velocidade de crescimento também
é muito importante nesta abordagem, pois mostra o ponto
limite em que hd ganho acelerado de habilidade, e ele € a,
para a funcdo logistica.

CURVA DE CRESCIMENTO GOMPERTZ
O modelo para curva de crescimento Gompertz é dado por:

- _az (t_azl
1=+ 0,6 (11)

Esse modelo é ainda mais realista do que os anteriores,
também apresentando um comportamento ndo linear e
sempre crescente quando «, > 0 e a, > 0. Nesse modelo a as-
sintota inferior € o, e denota aproximadamente a habilidade
média para o menor nivel do sistema educacional. De forma
similar, o pardmetro o, representa a habilidade média do
maior nivel do sistema educacional. Essa curva comeca com
um crescimento bem modesto da habilidade média, depois
aumenta bastante a velocidade de crescimento e, ap6s o pon-
to de inflexdo, diminui a velocidade. No entanto, aqui ocorre
uma diferenca considerdvel com relacdo a curva logistica,
pois ndo ha similaridade no comportamento antes e depois
do ponto de inflexdo. Ela demora um pouco mais para co-
mecar a crescer, mas quando iniciado adota um crescimento
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mais acelerado do que a logistica; porém, apds algum tempo,
elas praticamente se igualam. O ponto limite em que hd ga-
nho acelerado de habilidade € a, para a Gompertz.

ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO MODELO

Embora ndo seja o escopo deste artigo, é importante tracar
em poucas palavras o caminho adotado para estimacdo dos
parametros das curvas de crescimento e da estrutura de cova-
ridncia. Assim, |, € o conjunto dos indices dos itens presentes
no teste t, U, (Um, Uppeees Uﬂ ) corresponde ao vetor aleat6-
rio de respostas do individuo jno teste t, U, =(U",;, U',,,... U'))
refere-se ao vetor aleatdrio de respostas do individuo j em
todos os testese U_=(U' , U',,..., U' )" € o vetor total de res-
postas. De forma similar, definimos os valores efetivamente
observados por u,, u,,, U, eu , respectivamente.

jit” .’

Os parﬁmetrjos dja dlstrlbulgﬁo latente de 0=(0,, 0,,..., 6,)'
sdo n = (a, X), e sdo referidos como pardmetros populacionais.
Como os parametros dos itens sdo conhecidos, o interesse
reside em estimar apenas os parametros populacionais de
g(0[m).

O processo de estimacdo dos parametros adotado nes-
te trabalho foi o mdxima verossimilhanca marginal (TAVARES,
2001), que consiste em maximizar a verossimilhanca L(n) dos
dados. Também assume-se que a distribuicdo de 6 é normal
multivariada N(p, X). Nessas condicoes, tem-se que a equagao

de estimacao para n é:

dlogl(n) _ f[ dlog g(6fn) ] 2. (0)do =0 (12)

on on
com
_? )=—2 g0 e g}(e)=—P(u1--|9’ 9 &) (13),
Pu; | & m)

onde em (12) a equacgdo foi dividida por N, sem alteracdo da
solucdo, que pode ser obtida por meio de algum método nu-
mérico fornecendo as estimativas de mdxima verossimilhan-
ca marginal dos parametros do modelo.
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APLICACAO AO PROJETO PDE

Nesta secdo sdo discutidos os resultados da metodologia pro-
posta a dados reais, considerando cada curva de crescimento
apresentada e cada uma das estruturas de covariancia adota-
das. O foco principal é a modelagem da curva de crescimen-
to, visto que a estrutura de dependéncia ja tem sido tratada
na literatura de TRI (TAVARES; ANDRADE, 2006). Em uma
etapa prévia a aplicacdo a dados reais, foi elaborado um cédi-
go denominado LongIRT na linguagem Ox (DOORNIK; OOMS,
2007), visto que ainda ndo hd programa pronto para o caso
deste artigo. De forma a testar se as estimativas obtidas eram
precisas, houve uma etapa intensa de estudos com dados
simulados, concluindo-se que as estimativas obtidas pelo
programa reproduziam com grande precisdao os parametros
verdadeiros do modelo.

A aplicacao refere-se ao Plano de Desenvolvimento da
Escola (PDE-Escola), conduzido pelo Ministério da Educa-
c¢ao (MEC) e coordenado pelo Fundescola (Fundo de Forta-
lecimento da Escola), em parceria com governos estaduais
e municipais, com o objetivo de melhorar a qualidade do
ensino. O estudo envolveu alunos da 4* a 8% série do ensino
fundamental (5° ao 8° ano), que foram submetidos a provas
em Lingua Portuguesa e Matemdtica. Os momentos de ava-
liacdo foram abril de 1999 (baseline) e novembro de 1999,
2000, 2001, 2002 e 2003.

A modelagem da curva de crescimento se restringird a
disciplina Matemdtica. Para a obtencdo dos resultados, fo-
ram selecionados apenas os alunos que compareceram a to-
dos os testes, totalizando 1.987. Além disso, como os tempos
entre as avaliacées ndo foram regulares, resolveu-se adotar
como instantes de avaliacdo os tempos 4, 11, 23, 35, 47 e 59,
equivalentes aos meses de realizacao da avaliacdao, em que
t = 1 equivale a janeiro de 1999. Dos 40 itens aplicados em
cada teste, exceto o baseline em que foram 36 itens, utiliza-
ram-se, na andlise, apenas 34 itens do teste 1, 38 do teste 2,
36 do teste 3, 34 do teste 4, 40 do teste 5 e 34 do teste 6,
0 que totalizou 167 itens. Os demais foram excluidos por
problemas na calibracdo e sugestdo de especialistas da drea
pedagobgica.
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Na Tabela 5 sdo apresentados os valores adotados para
os parametros dos itens, obtidos em etapa prévia. Empregou-
-se a métrica normal (D = 1) para o fator de escada, pois os
parametros dos itens estavam na escala logistica (ANDRADE;
TAVARES; VALLE, 2000).

O estudo foi planejado com vistas a equalizacdo dos re-
sultados ao longo do tempo, garantindo a comparabilidade
por meio de itens comuns, como mostra a Tabela 1, em que
se pode observar que o teste 2 utilizou 10 itens do teste 1,
o teste 3 usou 5 itens comuns aos testes 1 e 2, e também 5
exclusivamente do teste 2, totalizando 10 itens comuns com
o teste 2. No geral, o teste 4 utilizou 1, 3 e 5 itens dos testes
1, 2 e 3, respectivamente, o teste 5 usou 3 e 7 itens dos testes
3 e 4e o teste 6 utilizou 1, 1 e 8 itens dos testes 3, 4 e 5.

TABELA 1 - Itens comuns entre os testes

TESTE 1 TESTE2 | TESTE 3 TESTE 4 TESTE 5 TESTE 6
Teste 1 34 10 5 1 0] 0
Teste 2 10 38 10 4 ¢} 0
Teste 3 5 10 36 7 3 1
Teste 4 1 4 7 34 10 2
Teste 5 0] (0] 3 10 40 10
Teste 6 0] 0] 1 2 10 34

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Na Tabela 2 sdo apresentadas as estimativas dos parame-
tros das curvas de crescimento e suas respectivas projecoes
(médias), de acordo com a estrutura de covariancia adotada.
Cabe informar que as estimativas das proficiéncias médias,
quando realizadas as andlises com a base de dados completa,
ou seja, com todos os alunos envolvidos no estudo, utilizan-
do-se o software BILOG-MG (ZIMOWSKI et al., 2003), foram,
respectivamente para os seis testes, 0, 0.25, 0.74, 1.31, 1.54
e 1.66, em que o baseline foi a populacdo referéncia. Ao se
considerar apenas o conjunto de 1.987 presentes em todos
os testes, as proficiéncias médias foram 0.37, 0.53, 0.95, 1.37,
1.46 e 1.65. Esses ultimos resultados foram obtidos no pré-
prio LongIRT, levando em conta a estrutura diagonal, sem
curvas de crescimento, fixados os parametros dos itens.
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TABELA 2 - Estimativas dos parametros das curvas de crescimento
para cada estrutura de covariancia

ESTRUTURA: CURVA u, Hy Hy u, My M o, o, a, o,
Linear 0.3598 i 0.645 i 0.931 1.217 1.502 1.788 0.0742 i 0.286
Quadratica i 0.2651 0.653 i 0988 i 1270 i 1500 1.678 -0.1750 i 0.466 i -0.0262
Diagonal
Logistica 0.3420 i 0544 : 0976 i 1334 1.522 1.599 1.6411 0.090 18.767
Gompertz 0.3680 i 0.528 i 0.973 i 1340 1.521 1.594 0.3637 1273 1.0218 2702
Linear 0.3549 i 0.639 i 0922 i 1206 i 1490 1774 0.071 0.284
Quadratica i 0.3284 i 0.644 i 0.943 i 1226 1.492 1.742 -0.004 i 0.340 : -0.0082
Uniforme
Logistica 0.3948 i 0.570 i 0.940 i 1293 1.538 1.672 1.7851 0.072 21534
Gompertz 0.3752 i 0.566 i 0.932 i 1287 1.528 1666 i 0.3462 : 1463 0.7278 2.878
Linear -0.0120 i 0.308 i 0.627 : 0.947 i 1267 1.587 -0.332 i 0.320
Quadratica i -0.0770 i 0.321 i 0.679 i 0.999 i 1280 1.522 -0.514 0.456 i -0.0195
Bandas
Logistica 0.0417 0100 i 0.381 i 0942 i 1363 1.504 1.5466 0130 31.593
Gompertz 0.0184 0.218 i 0.659 i 1.080 1.347 1.486 0.000 1.609 0.8061 2.859
Linear 0.3726 i 0.652 i 0.932 121 1.491 1.770 0.093 0.280
Quadratica i 0.3599 i 0.661 i 0.950 i 1229 1.497 1.753 0.0481 0.317 i -0.0055
AR
Logistica 0.4180 i 0.595 i 0.961 1.309 1.553 1.690 1.8115 0.070 21.265
Gompertz 0.3966 i 0.587 i 0.952 i 1.306 1.547 1.685 0.3678 | 1460 0.7278 2.878

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Nota-se que, de forma geral, as estimativas dos parame-
tros das curvas de crescimento na Tabela 2 estdo proximas,
mas com alguma diferenca identificdvel, principalmente
para a estrutura de bandas, com estimativas dos parametros
das curvas de crescimento claramente distante das demais.
Isso pode ter ocorrido por instabilidade do processo de esti-
macao, visto que para valores altos de correlacdo essa matriz
nao é positiva definida (TAVARES, 2001). As estruturas unifor-
me e autorregressiva de ordem 1 foram as que ficaram mais
proximas quanto as estimativas dos pardmetros das curvas de
crescimento, como seria de se esperar com base na Tabela 3.

Na Figura 2 observam-se as projecoes das médias para
cada curva de crescimento e os resultados pontuais obtidos
no BILOG-MG. As curvas logistica e Gompertz sao as que
mais se aproximam dos resultados daquele aplicativo, sem
facil identificacdo de qual das duas realmente sobressai no
ajuste dos dados.
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FIGURA 2 - Evoluc¢ado das habilidades médias
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Fonte: Elaboragcdo dos autores.

Relativamente a estrutura de dependéncia observada,
apresentam-se na Tabela 3 as correlacdes entre os escores
(ntmero de acertos) nos seis instantes de avaliacdo. Nota-se
claramente uma alta correlacdo entre os escores, certamen-
te presente também nas proficiéncias individuais. Percebe-se
um suave decaimento das correlacdes ao longo do tempo,
menos acentuado do que a estrutura AR(1), mas suficiente-
mente claro a ponto de descartar as estruturas diagonal e
bandas. No entanto, é possivel que as diferentes estruturas
de covariancia tenham um impacto modesto nas estimativas
dos parametros das curvas de crescimento e das proficién-
cias médias, mas trazendo bastante informacdo para a dimi-
nuicdo dos erros-padrao de estimativa (TAVARES, 2001).
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TABELA 3 - Matriz de correlagdes observadas

Teste, Teste, Teste, Teste, Teste Teste,
Teste, 1.000 0.717 0.628 0.593 0.580 0.485
Teste, 0.717 1.000 0.686 0.650 0.641 0.544
Teste, 0.628 0.686 1.000 0.654 0.647 0.581
Teste, 0.593 0.650 0.654 1.000 0.674 0.601
Teste, 0.580 0.641 0.647 0.674 1.000 0.640
Teste,, 0.485 0.544 0.581 0.601 0.640 1.000

Fonte: Elaboracéo dos autores.

Para identificar, entre estas duas estruturas de covarian-
cia, qual curva de crescimento melhor se ajusta aos dados,
utilizamos os critérios AIC (Akaike’s Infromation Criterion) e
BIC (Bayesian Infromation Criterion), obtidos por:

onde L(#)) representa o valor da verossimilhanca marginal e
n,corresponde ao nimero de parametros envolvidos no mo-
delo (JONES, 1993). A estrutura de covariancia que, em con-
junto com a curva de crescimento, gerar o menor valor para

AIC = -2log (1) + 2n,

BIC =-2log L(1j) + 2n In(N)

AIC e BIC compord o modelo escolhido.

TABELA 4 - Log-verossimilhanca associada a cada estrutura de

(14)

(15),

covariancia e curva de crescimento com critérios AIC e BIC

MODELO CURVA -2LOG-VEROS. NP AlC BIC
Linear 499.598,23 4 499.606,23 499.658,98
Quadratica 499.589,40 5 499.599,40 499.665,34

Uniforme
Logistica 499.533,42 5 499.543,42 499.609,36
Gompertz 499.532,24 6 499.544,24 499.623,38
Linear 499.464,50 4 499.472,50 499.525,25
Quadratica 499.460,56 5 499.470,56 499.536,51

AR Logistica 499.389,83 5 499.399,83 499.465,78
Gompertz 499.389,51 6 499.401,51 499.480,65

Fonte: Elaboracédo dos autores.
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A Tabela 4 apresenta os valores de AIC e BIC para as duas
estruturas — uniforme e AR(1). Nota-se, de forma geral, que a
estrutura AR(1) foi a que melhor se ajustou aos dados, com valo-
res de AIC e BIC predominantemente menores para cada curva.
E, para essa estrutura, verifica-se que a curva de crescimento
logistica foi claramente a que melhor modela o comportamen-
to das proficiéncias médias do grupo ao longo dos seis instan-
tes de avaliacdo, com estimativas dos parametros da curva de
crescimento dadas por &, = 1,8115, &, = 0,0697, e a, = 21,2647,
e da estrutura de covaridncia p =0,9000 e 52=1,1690. As esti-
mativas médias geradas com esta curva de crescimento para
os tempos adotados sdo dadas por z, = 0,4180, 4,, = 0,5947,
i, = 0,9605, i, = 1,3092, /i, = 1,5534 e [i,= 1,6899.

Nota-se que na escala de proficiéncia N(0,1) adotada (dis-
tribuicdo normal com média zero e desvio padrao 1), a pro-
ficiéncia média em Matemdtica do ultimo nivel do estudo,
que € 12 no sistema educacional atual, deverd estar préxima
da estimativa da assintota superior do modelo logistico, ou
seja, i, = 1,6899, tendo como grupo referéncia o conjunto
de alunos do 4° ano que realizaram a avaliacdo em abril de
1999. No entanto, essa é uma extrapolacao bastante dilatada,
visto que o dltimo nivel avaliado foi o 9° ano, de forma que
precisa ser interpretada com muita cautela.

Ainda com base na estimativa de a,, verifica-se que o pe-
riodo em que ocorre a maior taxa de crescimento da habili-
dade estd um pouco além do 21° més, ou seja, possivelmente
jd em outubro da 5% série/6° ano escolar, a partir do qual a
taxa de crescimento comeca a diminuir.

Para a estrutura de correlacdo AR(1), obteve-se uma es-
timativa p = 0,9000 para a correlacio entre testes adjuntos.
Essa informacdo garante que as respostas foram muito coe-
rentes ao longo dos testes, ou seja, alunos com proficiéncias
altas em um teste também as tiveram em testes préoximos,
assim como alunos com baixa proficiéncia em um teste tam-
bém apresentaram tal desempenho nos testes adjuntos, sem
melhorias significativas.
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CONSIDERAGCOES GERAIS

Neste trabalho foram propostos modelos para o comporta-
mento das habilidades médias em Matemadtica de um mes-
mo grupo de individuos acompanhados ao longo do tempo
(estudo longitudinal), por meio da estimac¢do dos parametros
de curvas de crescimento. Foram apresentadas as principais
curvas constantes da literatura estatistica: linear, quadrdtica,
logistica e Gompertz, mas hd outras que também podem ser
ajustadas (JONES, 1993).

Também foi abordado o fato de haver uma possivel de-
pendéncia entre os resultados nos vdrios instantes de avalia-
¢do, sendo propostas estruturas de covariancia para modelar
tal dependéncia, particularmente a diagonal, uniforme, au-
torregressiva de ordem 1 e estrutura de bandas. Optou-se por
ndo incluir o caso geral, que seria a matriz ndo estrutura-
da, porque nos casos longitudinais espera-se existir alguma
estrutura na matriz de dependéncias (ANDRADE; TAVARES,
2006). Além disso, o estudo ndo foi absolutamente equies-
pacado, uma vez que o primeiro teste (baseline) foi feito em
periodo diferente dos demais, o que é normal neste tipo de
estudo. Ainda que a curva de crescimento adotada na aplica-
¢do tenha incorporado os tempos referentes aos meses dos
exames (4, 11, 23, 35, 47 e 59), a estrutura de covariancia
ndo incorporou tal informacdo, considerando que o impacto
seria insignificante. Para estudos em que os intervalos entre
os testes sejam muito distintos, as matrizes de covariancia
deverdo ser apropriadas para tal situacdo, se necessdrio. Por
exemplo, na AR(1) a correlacdo entre as habilidades nos tem-
pos t, e t, pode ser escrita como pl2-1,

Observou-se descritivamente que, em termos da depen-
déncia entre os escores dos estudantes, as estruturas teori-
cas que mais se aproximaram da matriz de covariancia dos
escores foram a uniforme e a AR(1). No entanto, a correla-
¢do0 na estrutura verificada dos escores decai com o tempo,
aproximando-se da matriz AR(1), o que seria um fato espe-
rado na prdtica, mas com uma diminuicdo um pouco mais
lenta do que a AR(1). Embora a relacdo entre o escore e a
proficiéncia nao seja linear, e por isso as estimativas das cor-
relacdes entre escores ndo se refletem nas correlacdes entre
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proficiéncias, é de se esperar algum comportamento similar
no sentido, embora nao em grau.

Consideramos conhecidos os parametros dos itens en-
volvidos no estudo, pois o foco do trabalho foi a abordagem
de curvas de crescimento com dependéncia. Foram feitas
aplicacdes a dados simulados e os resultados foram bastan-
te promissores, com um processo de estimacdo realmente
satisfatério, para os parametros tanto das estruturas de de-
pendéncia como das curvas de crescimento, mas esses resul-
tados foram omitidos neste artigo para tornd-lo mais direto
e aplicado. Outras etapas de simulacdo considerando outras
curvas de crescimento e outras estruturas de covariancia
ainda serao realizadas. Uma extensdao em que também se-
rdo calibrados os parametros dos itens serd desenvolvida
em trabalhos futuros. Também é de interesse o caso multi-
dimensional (BARBETTA et al., 2014), em que essas curvas
unidimensionais passardo a evoluir no plano ou em maior
dimensao, podendo englobar o caso multivariado, no qual
sdo consideradas conjuntamente as dreas de Linguagem
e Matemadtica, por exemplo. Em todos os casos, os codigos
atuais serao traduzidos para o programa R e haverd disponi-
bilizacdo dos respectivos pacotes para uso dos pesquisadores
interessados.

Foi feita uma aplicacdo a dados reais, resultantes da
pesquisa “Avaliacdo do desempenho: fatores associados”
do projeto Fundescola, aplicada a alunos da 4* a 8% série do
ensino fundamental, no periodo de 1999 a 2003. Utilizou-
-se apenas o conjunto de individuos que participou de todas
as condicoes de avaliacdo, totalizando 1.987 alunos. Os itens
foram previamente calibrados, de forma que seus parame-
tros jd eram conhecidos e foram obtidos da calibracdo do
PDE-Escola. Relativamente aos resultados da andlise propria-
mente, verifica-se um bom ajuste da curva de crescimento
logistica associada a estrutura autorregressiva de ordem 1.
Outros estudos podem ser planejados com itens na escala
Saeb (250,50) com grupos distintos.

Com essa metodologia, é possivel obter estimativas de
habilidades médias em tempo ou niveis ndo incluidos no es-
tudo, bem como estratos tais como escolas, redes, cidades,
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estados e federacdo, podendo-se ainda comparar as taxas de
crescimento, o ponto de maior desenvolvimento dos estudan-
tes em vdrias esferas e as previsdes a médio e longo prazos.

TABELA 5 - Estimativas dos parametros dos itens (PDE-Escola)

ITEM | TESTE | A B C ITEM: TESTE | A B C ITEM: TESTE i A i B | C
101 1 078 084 i 035 229 2 123 i -055 | 021 440 4 144 | 248 | 026
102 1 068} 0221022 230i 2e3 146} 148 {027 501 i Se6 058i053:038
103 1 126 | 037 {035 233 2 105 | 034 | 024 502 5 093 i 183 | 017
104 le2 | 112 i 054034 234 2 1201 006 | 01 503 5 057 i 153 i 023
105 1 049 | -257 i 015 236 116 i 016 | 013 504 5 0781227 i 05
106 1 0571 -07 {008 240 0o88i -01 | 017 506 5 156 i 214 | 017
108 1 049 -083 1 016 302 3 0491 183 | 015 507 5 118 | 26 032
109 | 12e3 {117 | 00103 303 *%° {057 -029{002 508 5 098 i 277 | 023
M0 i le2 {107 025:i 015 308 3 096 167 {019 51 S5e6 | 084i293}036
1 1 07 | 08 1009 309 3,4e5:063: 012 i 0N 513 5 078 133 | 029
12 1 043} -0841 019 3N 3 05i 17 o1 514 5 068 i 2.03 | 025
M4 i 1,2e3 10750391017 32 34e5:i 101 101 i 03 515i Se6 124} 317 i 037
15 1 045} -04 i 02 315 3 106 | 146 024 517 5 1 1157 {022
16 1 076 }-062} 012 36 3 11 {007 {023 58 5 15 i 3271 018
17 1 0661 052 i 007 317 3 105 104 | 021 519 5 0541 21 i 019
8 1 064} 002 {014 38 3 107 i 144 {025 521 5 093} 14 {038
M9 i123e4i 08 1 057 020 321 3 052 093 i 012 522 5 108 | 2.89 | 028
120 1 0551 003 i 007 323 3 044 042 {008 523 5 161 i 212 i 015
121 1 077 103 {006 324 3e4 i091i 037 017 526 . 5e6 {106 25 024
1221 1e2 108} 066 on 326 3 0611 045 {008 527 i 5e6 045} 386 025
123 1 0561 017 i022 327 3 1421 191 {022 528 5 22 {2731 019
124 § 12e3 | 11 062016 329 3 117 § 219 {028 530 5 123 | 269 i 018
125 1 097} -033} 015 330 3 1341 132 {026 53 5 128 | 247 i 019
126 | 1e2 (095i 012 i om 33 3 071} 003 {008 532 5e6 098! 163 i 045
127 1 079} 06 | 01 332 3 17§ 105 {013 534 S5e6 094! 369} 039
128 | 12e3 {136 067 i 021 334 3e4 072 027 i012 535 5 11 1199 § 019
129 1 104 | 032 008 335 3 091 086 | 013 536 5 0.52 | 2.86 | 019

(continua)
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(continuagao)
TABELA 5 - Estimativas dos parametros dos itens (PDE-Escola)

ITEM | TESTE A B C ITEM | TESTE A B C ITEM | TESTE A B C
130 1 043 i 0.46 ol 336 3 0.7 {129 i 021 537 5e6 1.44 277 0.21
131 1 0.42 116 0.02 337 3 121 143§ 013 538 5 1.04 1.38 012
132 1 1.94 1 0.35 338 3 084 : 075 02 539 5 0.91 2.33 012
133 1 0.75 { 197 013 339 3 126 {129 § 019 540 5 221 278 0.2
134 le2 0.77 { -0.99 i 0.07 340 3 0.95 ; 1.63 0.2 602 6 055 278 {034
135 1 1.07 { -0.09 { 0.05 401 4 074 { -0.21; 017 603 6 052 i 422 013
136 1 0.78 0.8 0.25 403 4eb5 1.06 17 0.23 607 6 0.4 119 014
201 2 137 i 235 0.2 406 4eb5 1.02 1.9 017 608 6 082 : 293 019
203 2 074 i 074 i 017 408 4 095 : 238 : 0.22 613 6 043 : 266 012
204 2e3d 053§ -0.63 i 0N 409 4 178 : 241 : 016 616 6 1 207 : 0.26
207 2 124 ¢ 072 i 018 418 4 072 : 197 : 0.29 618 6 0.69 : 3.49 0.21
208 2 1.55 144 01 419 4 1.38 2.8 014 619 6 064 : -061 [OX
209 2 087 -027 i 014 420 4e5 142 ¢ 163 i 015 621 6 054 : -0.07 : 0.08
210 2 078 i 037 i 017 422 4e5 1.01 182 i 0.29 622 6 0.93 314 0.31
212 2 1 185 i 0.26 423 4e5 07 :205: 018 623 6 1.08 25 0.31
213 2 081 i 053 §{ 0.32 424 4 108 {227 i 0.22 626 6 113 2.07 0.2
214 2 1.49 1.56 014 425 4 0.74 i 1.82 0.2 627 6 0.72 3.61 0.24
215 2 1.51 147 1+ 022 427 4 175 1 206 i 0.21 628 6 072 i 459 : 0.28
216 2 0.87 i -105 { 0.05 428 4 0.87 { 067 { 0.05 629 6 1.04 2.81 0.29
218 2e3d 0.97 i -016 i 017 430 4 217 1274 1 017 630 6 0.81 412 0.3
219 2,3e4 10931 088 i 027 431 4 144 1 237 i 017 632 6 0.6 204 013
220 2 141 15 018 432 4,5e6 {129 { 196 i 0.27 633 6 045: 474 ;028
221 2 071 i 056 i 017 433 4 083 1% 123 i 018 634 6 0.4 346 i 022
222 2 089 i -0.82 i 0.05 434 4e5 106 { 214 | 014 635 6 116 4.26 0.2
223 2e3 15 0.87 i 019 435 4 129 {297 { 0.29 636 6 085: 202 i 033
225 2 097 { -096 i 012 436 4 12 184 i 0.31 638 6 1.01 377 : 0.26
226 2 063 025 i 0l6 437 4 198 { 281 i 012 639 6 087 : 239 : 024
227 2 115 1.3 019 438 4 189 §{ 2351 0.26 640 6 0.69 01 on
228 2 2 11 0.25 439 4 067 i 359 i 0.21

Fonte: Elaboracao dos autores.
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