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Resumo: Imre Lakatos foi um importante filésofo do século XX que abordou
conhecimentos relacionados a ciéncia e & Matematica. Esta Gltima é fortemente
explorada na obra Provas e Refutagdes e € tratada neste artigo como base essencial
para se explorar principios lakatosianos relacionados a abordagem de problemas
matematicos. Tal perspectiva é abordada aqui sob o enfoque do Problem-Based
Learning (PBL). O objetivo é explorar possiveis relages entre determinadas
contribuigdes filosoficas de Lakatos e uma abordagem em torno de problemas.
Este artigo estrutura-se em bases de uma pesquisa qualitativa, de carater
exploratorio e bibliogréfico. Pretende-se contribuir com a amplia¢do de estudos e
reflexbes envolvendo o campo da Filosofia e da Educagdo Matematica.

Palavras-chave: Lakatos; Filosofia da Matemética; Provas e Refutagdes;
Problemas matematicos; PBL.

Lakatosian principles and the approach of mathematical problems from the
perspective of the pbl: possible contributions

Abstract: Imre Lakatos was an important philosopher of the twentieth century

who addressed knowledge related to science and mathematics. The latter is
strongly explored in the work Proof and Refutation and is treated in this article as
an essential basis for exploring Lakatosian principles related to the approach to
mathematical problems. Such perspective is approached here under the Problem-
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Principios lakatosianos e a abordagem de problemas matematicos na perspectiva do PBL: possiveis
contribuicdes

Based Learning (PBL) approach. The aim is to explore possible relationships
between certain philosophical contributions by Lakatos and an approach to
problems. This article is structured on the basis of a qualitative, exploratory and
bibliographic research. It is intended to contribute to the expansion of studies and
reflections involving the field of philosophy and mathematical education.

Key-words: Lakatos; Philosophy of mathematics; Proof and Refutation;
Mathematical problems; PBL.

Principios lakatosianos y el enfoque de los problemas matematicos desde la
perspectiva del pbl: posibles contribuciones

Résumé: Imre Lakatos fue un importante filésofo del siglo XX que abordd los
conocimientos relacionados con las ciencias y las Matematicas. Este Gltimo esta
fuertemente explorado en el trabajo Pruebas y Refutacién y se trata en este
articulo como una base esencial para explorar los principios lakatosianos
relacionados con el enfoque de problemas matematicos. Esta perspectiva se
aborda aqui bajo el enfoque de aprendizaje basado en problemas (ABP). El
objetivo es explorar las posibles relaciones entre determinadas aportaciones
filos6ficas de Lakatos y una aproximacién a los problemas. Este articulo se
estructura a partir de una investigacion cualitativa, exploratoria y bibliogréfica. Se
pretende contribuir a la expansion de estudios y reflexiones que involucren el
campo de la filosofia y la educacion Matematica.

Mots-clés: Lakatos; Filosofia de las Matematicas; Pruebas y Refutacion ;
Problemas matematicos ; PBL.

Introducéo

Aspectos associados as diferentes compreensdes sobre como 0s
modos do conhecimento se constituem sdo abordados pelo campo da
Filosofia. Nesse sentido, encontram-se também varias preocupactes
referentes & formacdo humana e as formas como conhecimentos
especificos podem se propagar, dentre 0s quais pode-se mencionar 0
conhecimento matematico.

A intencdo de tematizar e problematizar peculiaridades e
pretensdes Unicas da Matematica sdo contempladas pela Filosofia da
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Matemaética. Questbes envolvendo metodologia, epistemologia, ontologia,
ou seja, reflexdes que extrapolam os dominios da propria Matematica, sdo
objetos pertinentes a Filosofia (SILVA, 2007).

Imre Lakatos, hungaro que nasceu em 1922, foi um importante
filésofo do século XX, que teve seu olhar voltado tanto ao campo da
ciéncia quanto da Matemética. O reconhecimento de seu trabalho estd
associado ao chamado “programa de pesquisa”, que ¢ usado no intuito de
explicar o desenvolvimento da ciéncia empirica. Em relacdo a Matematica,
area a que se voltou principalmente no inicio de sua carreira, Lakatos
embasou suas reflexdes na historia da Matematica, estendendo o
fasificacionismo de Karl Popper aos enunciados da Matematica
(MOLINA, 2001).

A proposta deste artigo € explorar possiveis relagdes entre algumas
contribuigdes filosoficas de Lakatos, relacionadas ao método de provas e
refutagdes, e aspectos relevantes a abordagem de problemas matematicos
no formato do Problem-Based Learning - PBL . Pretende-se explorar
algumas ideias relativas a sua obra A Logica do Descobrimento
Matematico: Provas e Refutagbes (LAKATOS, 1978), fazendo
consideragdes elementares acerca dos processos que envolvem a
heuristica.

Essa obra de Lakatos volta-se para o conhecimento matematico e
suas contribuigdes geram possibilidades para que problemas matemaéticos
sejam resolvidos amparando-se em aspectos associados a logica do
descobrimento. A intencdo € realizar algumas andlises, que envolvam a
resolucdo de um problema, considerando ideias advindas de principios
lakatosianos.

As reflexdes deste artigo estruturam-se nas bases de uma pesquisa
qualitativa, de cunho exploratério e bibliogréfico. Sua composicdo se
pauta na andlise de referenciais tedricos, como: Cury (1994); Molina
(2001); Silva e Moura (2015); Skovsmose (2007); Cardoso (1997), dentre
outros, bem como a propria obra de Lakatos, Provas e Refutagdes, de
1978.

Educacéo e Filosofia, Uberlandia, v. 35, n. 73, p. 231-253, jan./abr. 2021. ISSN Eletrénico 1982-596X 233



Principios lakatosianos e a abordagem de problemas matematicos na perspectiva do PBL: possiveis
contribuicdes

A partir das interpretacOes realizadas, busca-se relacionar algumas
ideias com a resolucdo de problemas matematicos que possam ser
trabalhados na perspectiva do PBL. O propdsito é de colocar os estudantes
envolvidos como participantes efetivos das etapas de aprendizagem, como
pode-se averiguar em procedimentos realizados por Lakatos, a intencdo é
explorar conhecimentos conceituais, atitudinais e procedimentais. A
proximidade entre as abordagens realizadas por esse filésofo e o
destrinchamento de discussdes geradas com uma abordagem estimulada
pelo PBL, podem encaminhar novas possibilidades de investigacdo, tanto
no que concerne ao campo da Filosofia quanto da Matematica.

Caracteristicas relevantes da obra

O pensamento que gerou as explanac@es deste estudo esta ligado a
producdo de Lakatos chamada de A Ldgica do Descobrimento
Matematico: Provas e Refutacfes, de 1978. Essa obra demonstra uma
oposicdo ao formalismo, que define Matematica como uma ciéncia
amparada no trabalho com abstragdes axiomaticas formais. O autor
explora seus embasamentos filos6ficos segundo alguns problemas da
metodologia da Matematica, a qual tem como propdsito abordar a légica
do descobrimento matematico.

Nesse sentido, Lakatos desafia o formalismo matemético, mas ndo
se contraple diretamente a certas posi¢des do dogmatismo matematico.
Sua intengdo é propiciar reflexdes de que a Matematica ndo-formal,
semiempirica, ndo pode progredir caso seja pautada no monétono aumento
de teoremas e demonstragcdes, indubitavelmente estabelecidos
(LAKATOS, 1978). Ou seja, 0 autor defende a ideia de que a Matemaética
é um campo de conhecimento falivel, e, na interpretacdo de Skovsmose
(2007, p. 2019), isso € “um ataque direto a ideologia da certeza”. Nessa
visdo, a Matematica é uma construgdo humana e, portanto, é passivel de
erros e davidas. Lakatos (1978, p. 18) afirma que é possivel explorar a
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Matemaética ndo-formal, embasando-se no “incessante aperfeicoamento de
opinides por especulagdo e critica, pela l6gica das provas e refutagoes”.

A medida em que se avanca na leitura de Provas e Refutacdes,
compreende-se 0 quanto a ldgica da certeza na Matematica é rejeitada por
Lakatos. Varios processos de especulacBes e criticas, acerca de
determinados conceitos matematicos, sdo realizados no decorrer da obra e,
conforme as ideias sdo desenvolvidas e/ou reconstruidas, o conhecimento
no campo matematico também se aperfeicoa. E, um dos principios que esta
por tras desses processos refere-se ao método de provas e refutagoes.

Molina (2001), compreende que o método de provas e refutacdes
de Lakatos € um método que alia, concomitantemente, a heuristica
Matematica e o entendimento da historia dessa ciéncia. O autor destaca
também a visdo de que a concepcdo da Matematica é concebida
diferentemente do empirismo ldgico, estando sujeitas a critica e revisao.
Ou seja, ele:

tentou aplicar & Mateméatica a metodologia de
conjecturas e refutacBes proposta por Popper para a
ciéncia natural. Dessa forma, Lakatos deu um passo
adiante de Popper, que ainda considerava a
Matematica como formada por um conjunto de
enunciados indubitaveis, verdadeiros de uma vez para
sempre, e ndo sujeitos a refutacdo. Para Popper, como
para os empiristas ldgicos os enunciados matematicos
sdo verdades indubitdveis que ndo estdo sujeitos a
refutacbes (MOLINA, 2001, p.133).

Um novo olhar para o empirismo é dado por Lakatos, ao ndo
considerar essas verdades eternas. Cury (1994), por exemplo, entende que
as teorias quase-empiricas estdo em oposicdo as teorias euclidianas, as
guais se embasam em sistemas dedutivos (injetando o valor verdade por
meio de demonstrac¢des formais). Segundo a autora, 0S pressupostos quase-
empiricistas, se desenvolvem de modo totalmente diferente dos
formalistas, dentre os quais pode-se mencionar que: suas origens s&o
amparadas em problemas, os quais tém suas solugdes testadas, criticadas e
refutadas; as propostas de solugdes podem ser substituidas, ndo pelo

Educacéo e Filosofia, Uberlandia, v. 35, n. 73, p. 231-253, jan./abr. 2021. ISSN Eletrénico 1982-596X 235



Principios lakatosianos e a abordagem de problemas matematicos na perspectiva do PBL: possiveis

contribuicdes

acumulo de conhecimento, mas mediante um refinamento das ideias, das
criticas realizadas durante o processo de observacdo. E mais:

para Lakatos, o conhecimento matematico nasce da
atividade humana, como parte de um processo social.
Ele ndo considera a origem e a natureza dos entes
matematicos, mas 0 processo que transforma a criacdo
privada em conhecimento plblico, processo esse que
se desenvolve através de criticas e refutacbes. Para
Lakatos, a busca da certeza absoluta é rejeitada, pois a
Matematica é falivel como qualquer outro
conhecimento humano. A perspectiva heuristica é
adotada por ele como método de descoberta
Matematica. Provar um teorema & um processo
continuo, que continuo, que inicia com uma conjetura
e parte para uma prova provisoria, que sera refutada
por contraexemplos. Assim, a conjetura inicial vai
sendo refinada (CURY, 1994, p.59).

Essa rejeicdo pela busca da certeza mostra que a heuristica é um
caminho para se promover diferentes descobertas Matematicas, opondo-se

aos ideais formalistas:

o formalismo desliga a historia da Matematica da
Filosofia da Matematica, uma vez que de acordo com
0 conceito formalista da Matematica, ndo ha
propriamente histéria da Matematica [...] O
formalismo nega o status de Matematica a maioria do
gque comumente tem sido considerado Matematica e
nada pode dizer sobre seu progresso. Nenhum dos
periodos criativos e dificilmente qualquer dos
periodos criticos das teorias Matematicas seriam
admitidos no céu formalista em que teorias
Matematicas habitam como o serafim, expurgado de
todas as impurezas da incerteza terrestre. Contudo, 0s
formalistas deixam, em geral, uma pequena porta
traseira aberta para os anjos caidos (LAKATOS,
1978, p .14).

Essa colocacdo reforca a ideia do quanto o enfoque as teorias
Matematicas estd atrelado aos sistemas formais, colocando de lado
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aspectos inerentes aos processos filoséficos que deram origem ao
conhecimento matematico, negando fatores essenciais a propria
Matematica. No entanto, essa “pequena porta traseira” deixada pelas
abordagens formalistas, permite que novos olhares possam ser
estabelecidos. Deste modo, a nocdo de empirismo foi reintroduzida, por
Lakatos, na Filosofia da Matematica, e esse processo de provas e
refutacdes faz referéncia a uma Matematica bem mais refinada em relacdo
as observagbes empiricas trabalhadas em momentos anteriores
(SKOVSMOSE, 2007). Segundo este autor, o falibilismo, proposto por
Lakatos, é baseado na experiéncia sensoria e, embora seja desenvolvido
com um carater puramente racional, podendo denotar uma perspectiva de
mdos limpas sobre a Matematica, seria possivel interpretar suas teorias
sobre uma perspectiva radical, demonstrando um aspecto coletivo da
construcdo Matematica, movimentada tanto pela Filosofia da Matematica
quanto pela Educagdo Matemaética.

Nesse sentido, pode-se explorar a resolucdo de problemas
matematicos contemplando-se algumas dessas ideias. Abordar problemas,
explorando tanto conceitos matematicos quanto suas potencialidades,
aplicaveis a diferentes realidades, podem explorar varios aspectos
heuristicos, que estdo além do campo matematico. Isto €, normalmente, a
Matemética é caracterizada como de méos limpas e, para muitos, ela:

ndo esta incluida na conexdo, intrinseca ou ndo, entre
desenvolvimento cientifico e desenvolvimento social,
politico, econébmico e cultural [..] é um
empreendimento intelectual puro, que se desenvolve
de acordo com suas exigéncias légicas e adquire seu
significado particular (SKOVSMOSE, 2007, p.104).

A proposta de se trabalhar com problemas matematicos busca
relacionar aspectos inerentes a essa area e suas possiveis conexdes com
outras realidades, afinal, a Matematica ndo é uma ciéncia de méos limpas.
Assim como Lakatos destacou, esse campo de estudos ndo é fundamentado
em verdades eternas, que ndo devem ser questionadas e refutadas. Por isso,
entende-se que a abordagem de problemas por meio de perspectivas
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heuristicas, pode transpor aspectos amparados apenas no formalismo. O
uso da Matematica ndo-formal, baseada em principios quase-empiricos, se
opbe a adocdo de certezas absolutas, indubitaveis. A logica de um
descobrimento, seja ele matematico ou ndo, pode ocorrer a partir do uso e
analise de problemas, e de suas possiveis solugdes, as quais precisam ser
testadas, criticadas e refutadas.

Os principios lakatosianas que aqui sdo abordados visam denotar
uma Matematica que transpde aspectos formalistas, e que ndo se apresenta
com uma ciéncia imparcial, sem rela¢cdes com aspectos humanos, sociais e
profissionais, por exemplo. Na préxima sessdo, sera realizada uma andlise
geral a respeito da obra Provas e Refutacdes e, em um momento posterior,
sdo explanadas as etapas que giram em torno das caracteristicas e do uso
de um problema matematico, inspirados em um enfoque PBL, visando
estabelecer algumas proximidades e/ou distanciamentos.

Provas e refutaces — ampliando as reflexdes

A obra A Ldgica do Descobrimento Matematico — Provas e
RefutacOes, de Lakatos baseia-se em sua tese doutoral e tem sido alvo de
grande interesse por parte de educadores matematicos. Sua estruturacdo
apresenta dois capitulos que abordam a historia de como a conjectura de
Descartes-Euler se desenvolveu.

O primeiro capitulo contempla aspectos referentes a conjectura
analisada, estabelecendo relacGes entre uma prova inicial e criticas (da
prova e da analise da prova). Também sdo abordadas ideias a respeito: do
uso de contraexemplos locais e globais; da formacdo de conceito; de
discussbes em torno de verdades Matematicas; dentre outras
consideragdes.

No segundo capitulo sdo realizadas outras discussdes
complementares sobre a conjectura. Consideram-se questdes referentes a
traducdo da conjectura, outra prova e indagagdes acerca da finalidade da
prova.
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A obra Provas e Refutagcbes também contém dois apéndices: um
deles, explora um outro estudo de caso amparado no método de provas e
refutagdes, considerando alguns aspectos como o principio de continuidade
e 0 conceito de convergéncia; o outro, aborda comparacGes entre 0s
métodos dedutivista e heuristico, sendo este Gltimo apresenta-se como
vantagem.

Em um contato inicial com sua obra pode-se notar que o autor
critica aspectos ligados a abordagens formalistas e a falta de conexfes
entre a mesma e a Historia da Mateméatica. Isso se afirma logo nas
primeiras paginas, quando Lakatos destaca que:

sob o atual dominio do formalismo, é se tentado a
parafrasear Kant: a historia da Matematica a falta da
orientacdo da Filosofia, tornou-se cega, ao passo que
a Filosofia da Matematica, voltando as costas aos
fendbmenos mais curiosos da historia da Matematica,
tornou-se vazia (LAKATOS, 1978, p.15).

Sendo assim, é proposto que o conhecimento matematico se
desenvolva por meio do chamado Método de Provas e Refutagdes,
compreendido como um método racional. Esse método admite:

a utilizagio de procedimentos incomuns a
apresentacdes feitas em provas Matematicas, logo a
argumentacdo para a conclusdo da veracidade da
conjectura, admite a utilizacdo de elementos ndo tdo
formais. Elementos que podem advir de outras areas,
ndo necessariamente de uma prévia lista de axiomas e
postulados, ou teoremas anteriores como ocorre no
método euclidiano dedutivo (TREVISAN, 2013,
p.140).

Nessa obra, o trabalho com a construgdo racional da histéria da
conjectura de Descartes-Euler para poliedros, na qual é valida a relacdo V
— A + F =2 (sendo que V representa 0 nimero de vertices, A, indica as
arestas e F, o total de faces), se da por meio de um dialogo que ocorre em
uma sala de aula imaginaria. H& vérios alunos: Alfa, Beta, Gama, Omega,
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Lambda, Pi, entre outros, e todos estabelecem discussdes acerca de uma
conjectura inicial e uma prova dada para a mesma, lancadas pelo professor
da turma.

O inicio do dialogo é realizado pelo professor, que apresenta uma
prova da conjectura, a partir da demonstracdo de Cauchy. Ele sugere que
os alunos imaginem que o poliedro é oco e que, se removerem uma das
faces, ha como estender a superficie, ou seja, planifica-la. Mesmo que as
faces e arestas figuem deformadas, tanto os vértices como as arestas ndo
irdo se alterar, de forma que se, e apenas se, é validaarelagdo V - A+ F =
2 para o poliedro original, V — A + F = 1 é vélida para essa nova estrutura.
Toma-se como exemplo a representacdo de um cubo, indicado pela Figura
1.

A segunda etapa amparou-se na triangularizacdo desse poliedro,
por meio do uso de diagonais. A medida que cada diagonal é desenhada, a
relacdo V — A + F, ndo se altera. Isso podera ser observado na Figura 2.
Por fim, cada tridngulo construido pode ser retirado um a um, removendo-
se uma aresta, conforme a Figura 3a, ou duas arestas e um vértice, de
acordo com a Figura 3b. Embora todo esse processo tenha seja feito, a
conjectura inicial ainda se mantém. A ilustracdo a seguir representa essas
etapas:

Etapas da triangulagdo do poliedro (cubo)

Figura 1
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Fonte: Lakatos (1978).

A partir da colocacéo do professor, um dos alunos, Alfa, questiona
se realmente € possivel estender a experiéncia feita com um cubo ou com
um tetraedro, para qualquer poliedro. Também apresenta ddvidas em
relacdo a validade de que os processos de planificacdo de um poliedro,
também sejam verdade assim como ocorreu no caso do cubo. Um outro
aluno, Beta, esboca duvidas a respeito do segundo passo sugerido pelo
professor e, um terceiro estudante, Gama, 0 questiona se ha mesmo apenas
duas alternativas no ultimo passo. O interessante é que o professor diz que
ndo ha certeza, fato este que gera indagacgdes sobre o que realmente é uma
prova.

Cardoso (1997) descreve que os didlogos e andlises realizadas
entre o professor e os alunos geram contestacbes da prova em VAarios
pontos. A prova inicial passa a ser reformulada e contraexemplos emergem
ao longo do processo. Segundo a autora, esses contraexemplos sdo
eliminados ou sdo convertidos em exemplos através das reformulagdes do
conceito ou pelas corre¢des feitas na prova usando a descoberta de lemas
ocultos. Em meio a essas etapas, o conhecimento matematico cresce a
medida que os aperfeicoamentos sdo feitos e o campo matematico
abordado vai sendo ampliado.

Nessa obra, ndo necessariamente, Se segue uma ordem
cronolégica. Ha o estabelecimento de uma ordem de desenvolvimento
I6gico que o autor acredita ser mais coerente. Silva e Moura (2015, p. 279)
destacam que “no decorrer dos dialogos, Lakatos traz, nas notas de rodapé,
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a histdria genuina e documentada (em ordem néo linear) da conjectura de
Descartes-Euler, apresentando detalhes consideraveis™.

Cardoso (1997) observa que em Provas e Refutagdes ha varias
criticas em relacdo as metodologias do desenvolvimento do conhecimento,
como o método de analise-sintese de Pappus, o indutivismo euleriano do
século XVIII, o método euclidiano do século XIX e o formalismo do
século XX. O método utilizado por Lakatos:

coloca em discussao questdes muito delicadas como a
verdade dos axiomas, o conteldo empirico que eles
podem conter, a prova, a certeza na Matemaética. Sem
duvida, sua contribuicdo para a discussao filoséfica na
Matemética é imensa. Ele estendeu & Matemética a
Filosofia falseacionista de Popper, abrindo portas para
a constituicdo de uma Filosofia falibilista ou quase-
empirista (como alguns querem) (CARDOSO, 1997,
p.87).

Essas caracteristicas relacionadas ao uso e interpretacdo de provas
em Matematica foi bem discutida nos didlogos elaborados em Provas e
Refutacbes. Em certo momento ha a seguinte colocagéo:

Professor: Espero que agora todos vocés percebam
que as provas, muito embora possam ndo comprovar,
certamente ajudam a melhorar a conjectura. Os
barradores de exce¢Bes melhoram-na muito, mas
melhorar era independente de comprovar. No nosso
método melhora comprovando. Essa unidade
intrinseca entre a I6gica do descobrimento e a l6gica
da justificacdo €& o aspecto mais importante do
método de incorporacdo do lema.

Beta: E naturalmente compreendo agora suas
enigmaticas observacbes anteriores sobre ndo se
perturbar por uma conjectura ser a0 mesmo tempo
comprovada e refutada e sobre sua disposicdo de
comprovar inclusive uma falsa  conjectura
(LAKATOS, 1978, p. 56).
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Pode-se complementar essas colocacGes com a observacdo de um
dos alunos, Sigma: “Assim, ndo apenas as refutacdes atuam como
fermentos para a anélise da prova, como estas podem agir como agente
fermentador para refutagcdes” (LAKATOS, 1978, p. 70).

Esses aspectos reforcam a ideia de que o0s questionamentos
gerados ao longo do processo fazem surgir alguns contraexemplos que
podem ser interpretados como monstros. Quando isso ocorre, significa que
surgiram exemplos de poliedros que ndo atendem as definigcdes e teoremas
estabelecidos de acordo com a visdo eureliana. Na visdo de Cardoso
(1997), Lakatos descreve que esses monstros podem ser apresentados das
seguintes formas:

- locais, mas ndo globais, os quais podem refutar os lemas gerados nas
discussbes, mas ndo a conjectura principal. Nestes casos, héa
aperfeicoamento dos lemas desenvolvidos e de suas provas, que podem ser
reelaboradas e substituidas;

- locais e globais, que como nédo estdo de acordo nem com a conjectura
principal nem com os lemas e, portanto, ndo refutam nada;

- globais, mas néo locais, os quais refutam a conjectura principal e ajudam
a encontrar os lemas ocultos.

Segundo a autora, inicialmente, Lakatos usa contraexemplos
globais para promover as criticas da conjectura e da andlise da prova. A
partir deles o conceito de poliedro €é redefinido varias vezes.

S&0 esses aspectos que geram 0s processos de provas e refutacoes.
Segundo Cardoso (20017, p. 44), “o conhecimento matematico s6 avanca
quando admitimos refutagcbes heuristicas ou ldgicas. As heuristicas
estimulam novos experimentos fazendo o contetido crescer”.

Os apéndices de Provas e Refutacdes, também exploram as ideias
mencionadas sobre o método de provas e refutacbes e o enfoque
heuristico.

O primeiro apéndice diz respeito a histéria da convergéncia
uniforme do Calculo Diferencial. Nessa construcdo, o autor também
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mostra a dindmica de Provas e Refutacdes e inclui didlogos entre alguns
personagens como Cauchy, Abel, Fourier e Seidel, por exemplo. Sao
observadas criticas em relagdo a metodologia euclidiana, a qual é
considerada como um obstaculo ao desenvolvimento das teorias
Matematicas.

Fatos historicos relevantes a tese de Lakatos sdo desenvolvidos ao
longo desse apéndice. Cardoso (1997) descreve que o autor estrutura as
seguintes etapas:

1. E apresentada uma conjectura ingénua de Cauchy, a
qual trata do limite de séries convergentes de funces
continuas.

2. Uma prova ingénua é oferecida por Cauchy. A partir do
Principio de Continuidade de Leibniz, esse personagem
explora 0 axioma da continuidade e, interpreta que a
prova, no caso considerado, é algo trivial.

3. Séries trigonométricas de Fourier sdo entdo utilizadas
como refutacdes.

4. As analises da prova passam a surgir. Buscam-se formas
diferentes para salvar a conjectura, por meio da descoberta
do lema oculto, proposto por Seidel, e do método anti-
excec¢do, abordado por Abel.

5. Surge o0 conceito de convergéncia uniforme,
representando, assim, a conjectura aperfeicoada.

No caso do segundo apéndice sdo tratadas consideracdes a respeito
das vantagens em se adotar o método heuristico de Provas e Refutagdes.
Nesse momento sdo explorados trés conceitos matematicos: a
convergéncia uniforme, a variacao limitada e a definicdo caratheodorica de
sequéncia mensuravel.

Lakatos destaca nessa secdo sua oposicdo frente ao estilo
dedutivista, imposto pela metodologia euclidiana. O autor descreve que “a

7

lista de axiomas e definicdes é seguida de teoremas cuidadosamente

244 Educacéo e Filosofia, Uberlandia, v. 35, n. 73, p. 231-253, jan./abr. 2021. ISSN Eletronico 1982-596X



Débora Vieira de Souza Carneiro

redigidos [...] carregados de pesadas condigdes” (LAKATOS, 1978, p.
185). Essa afirmacdo € complementada com preocupacdes da postura de
um estudante que esteja sujeito a essa abordagem. Neste caso, o individuo
deve aceitar o ritual euclidiano sem questionamentos sobre 0 assunto ou
sobre como o mesmo foi elaborado/praticado. E, ainda:

no estilo dedutivista, todas as proposicGes s&o
verdadeiras e validas todas as inferéncias. A
Matematica é apresentada como uma série sempre
crescente  de verdades imutdveis e eternas.
Possivelmente, ndo tém lugar contraexemplos,
refutagbes e critica. Um aspecto autoritario é
garantido para o assunto, comecando com defini¢6es
antimonstro disfargadas e geradas pela prova e com o
teorema todo emplumado, suprimindo a conjectura
primitiva, as refutacbes e a critica da prova. O estilo
dedutivista esconde a luta, esconde a aventura [...] 0
resultado final é exaltado como infabilidade sagrada
(LAKATOS, 1978, p.186).

Segundo Lakatos, o estilo heuristico da énfase a situagdo
problema, pois ela abrange a logica que da origem ao nascimento do novo
conceito. Ao fim do apéndice, o autor afirma que outros exemplos
poderiam ser detalhados seguindo o processo heuristico, dissipando o
misticismo autoritario que envolve a Matematica abstrata. Seria possivel
atuar, entdo, com a degeneragdo, que segundo Lakatos (1978), faria muito
bem a Matemética. No entanto, o estilo dedutivista e a atomizagdo do
conhecimento matematico ainda perduram nessa area de estudos.

Por isso, a proposta deste trabalho é contribuir com possibilidades
de se realizar uma abordagem de problemas matematicos, que tenham
perspectivas semelhantes ao que foi explorado por Lakatos, utilizando
principios heuristicos (os quais também foram trabalhados por George
Polya e serviram de inspiracdo para as Filosofias lakatosianas).

A seguir, serd apresentada uma caracterizacdo geral de um
problema nos moldes do PBL, visando atender alguns principios que aqui
foram apontados. Posteriormente, sdo explanadas possiveis relagdes entre
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a estruturagdo de um problema nesse formato e uma sugestdo de como o
mesmo poderia ser contemplado mediante as explanac@es realizadas.

Delineando a exploragdo de um problema na perspectiva do PBL

Neste estudo foram indicadas algumas perspectivas lakatosianas e
a intencdo é propor que a resolucdo de um problema matematico seja
desenvolvida mediante tais reflexdes. Todavia, intenciona-se explorar
esses principios, considerando a ideia de que a Matematica € uma ciéncia
gue esta diretamente atrelada a outras areas de conhecimento. Ou seja,
propbe-se algumas proximidades entre enfoques encontrados na obra
Prova e Refutagbes e a estruturacdo de um ambiente de ensino que
estimule a aprendizagem. Pretende-se valorizar tanto o conhecimento
matematico, como a sua ndo imparcialidade em outras areas, considerando
aspectos humanos e sociais.

Desse modo, essas conexdes podem ser viabilizadas por meio da
resolucdo de um problema amparado na visdo do PBL. Conforme Ribeiro
(2008), os contornos de um problema nessa perspectiva sdo dados tanto
pelas especificacbes que nele estdo contidas como também pelas
limitagBes do contexto no qual esta inserido. Para o autor, esse problema
pode ser um desafio académico, no qual é possivel realizar um recorte do
contetdo disciplinar, ou um cenario, real ou realistico, relacionado com
alguma préatica profissional, social, dentre outras associacOes. Neste
sentido, um problema no PBL pode permitir que a dualidade teoria e
pratica seja explorada, ou seja, pode-se relacionar o conhecimento e o
fazer matematico (amparados em principios lakatosianos) e, também
explorar outros campos de conhecimento que, no caso, estdo ligados a
possiveis aspectos de nossa sociedade.

Barrows e Tamblyn (1980), que foram os percursores do trabalho
com o PBL, relatam que o uso de problemas pode estimular a aplicacdo de
habilidades de resolucdo de problemas ou de raciocinio e destacam que o
mesmo ndo é oferecido como um exemplo da relevancia da aprendizagem
anterior, nem um exercicio de aplicacdo. O problema € apresentado antes
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da explanagdo do conteldo e o levantamento de hipGteses, geradas por
discussbes entre os pares envolvidos, permitem que os conhecimentos
sejam desenvolvidos (elaborados, refutados, demonstrados).

Sendo assim na proxima secdo sao estabelecidas algumas possiveis
aproximagOes entre a abordagem de um problema no PBL e reflexGes
embasadas nas ideias de Lakatos.

Estabelecendo algumas relagdes

A perspectiva deste estudo procura mobilizar a abordagem de
problemas matematicos estruturados de acordo com o PBL, visando
desenvolver uma caracteristica quase-empirica, que sublinhe a relacdo
entre Matematica e suas aplica¢des. Segundo Vithal, Christiansen e
Skovsmose (1995) , este foi um aspecto da Filosofia da Matematica
abordado por Lakatos.

Ainda nas palavras dos autores, Lakatos descreve uma Filosofia
gue esta além da verdade Matematica, demonstrando que 0 processo
historico e 0 uso de experiéncias de pensamento, provas, refutacbes e
dialogo, estdo associados ao fazer matematico. Para eles,

Lakatos demonstrated formalism's lack of ability to
describe the processes of creating and doing
mathematics. In this way, Lakatos changed the
question from 'Why is mathematics true?' to 'How
does agreement on mathematics come about?' He
shifted the focus from formal to informal
mathematics, from product to process (VITHAL;
CHRISTIENSEN; SKOVSMOSE, 1995, p.217).

Embasando-se nesses ideais, esse processo associado ao fazer
matematico pode estar inerente a resolucdo de um problema, perpassando
interesses apenas nos resultados obtidos ou nas demonstragdes realizadas.
Um ambiente de estudos que propicie um processo de provas e refutacdes,
como o descrito por Lakatos, no sentido de analisar conjecturas, investigar
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aspectos que giram em torno de sua prova, realizar descobertas, abordar
conhecimentos intrinsecos a propria Matematica, pode ser contemplado
por meio de um enfoque construtivo como o PBL.

Molina (1994) afirma que as provas (e derivacdes) em um sistema
formal satisfazem uma série de exigéncias bem rigidas, mas que a
Matemaética informal demonstra flexibilizar essas exigéncias, dando mais
liberdade ao desenvolvimento de todo processo que deve ser realizado.
Busca-se explorar o conhecimento matematico de diferentes formas.
Assim como ocorre em Provas e RefutagBes, em que a prova é contestada
em varios momentos pelos alunos levando-os a propor outras
reformulagdes e discussdes, 0 conhecimento matematico passa a crescer,
em comparagdo a uma estrategia apenas dedutiva. PropBe-se que relacdes
analogas a esse processo possam ser fomentadas pela perspectiva de
problemas que aqui é considerada.

Cardoso apresenta a conjectura dos poliedros desenvolvida por
Lakatos do seguinte modo:

1. Apresenta-se uma conjectura ingénua;

2. Apresenta-se uma prova ingénua;

3. Surgem contraexemplos (refutaces);

4. Faz-se uma andlise critica da prova a fim de
corrigir os defeitos e reformular a conjectura inicial;

5. S840 examinadas outras provas e outros teoremas
para verificar se ha alguma ligacdo desses com a
prova em questéo;

6. Confere-se as consequéncias da conjectura original;
7. Abrem-se novos campos de investigagdo pela
ligacdo do problema original com outros problemas.
(CARDOSO, 1997, p.13).

A autora ainda destaca que os itens (5) ao (7) exploram a aplicacdo
do conhecimento em si obtido por (1) a (4) em outros possiveis campos da
Matematica, ou mesmo de outra ciéncia, estabelecida anteriormente.

Nesse sentido observam-se aproximag6es com a abordagem de um
problema no formato do PBL, como proposto por Ribeiro (2008):
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1. Apresenta-se um problema aos interessados, os
quais organizam suas ideias embasando-se nos
conhecimentos prévios que possuem a respeito do
assunto.

2. Didlogos e discussdes iniciais fazem surgir as
chamadas questdes de aprendizagem.

3. Essas questdes levantadas permitem que o0s
envolvidos decidam quais delas serdo investigadas
(bem como o0s recursos que possuem para tal) e
definem qual o papel de cada participante na
investigacdo que devera ser realizada.

4. Ha reencontros dos participantes em outros
momentos. As questdes levantadas anteriormente sao
integradas aos seus novos conhecimentos, que foram
sendo construidos no decorrer do processo de
investigacdo do problema. Ocorre 0
compartilhamento das pesquisas e das possiveis
conexdes entre 0 problema e o que investigaram.
Novas questdes de aprendizagem sdo definidas a
medida que h& progressos na solucéo do problema.

5. Apos a conclusdo do trabalho com o problema, os
participantes avaliam a viabilidade da solucdo
encontrada, bem como realizam uma avaliacdo de si
mesmos e de seus pares.

Com essas explanagdes, pode-se pensar em possiveis
aproximacgoes:

- 0 trabalho com um problema e a abordagem descrita por Lakatos, ocorre
a apresentacdo de assuntos de interesses que mobilizam discussdes e
propiciam novas aprendizagens;

- a partir da problematizacdo dada, em Provas e Refutactes, emergem
contraexemplos, e na abordagem do problema com o PBL, surgem as
guestdes de aprendizagem, que podem englobar exemplos similares ao que
foi dado como também de contraexemplos para as propostas elencadas.

- 0 processo da conjectura de poliedros, observado na descricdo de
Lakatos, suscitou o levantamento de diversas questdes e possibilidades de
solugdes para a situacdo apresentada pelo professor. No trabalho com o
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problema PBL isso pode ocorrer de modo semelhante, no sentido de
levantar hipdteses, de ter abertura para que novas possibilidades de
resolugdo sejam discutidas, bem como corrigir defeitos e reformular as
ideias, demonstracfes ja obtidas — possibilitando didlogos construtivos,
refutacdes e analises das “verdades” observadas até ali.

- 0 processo de criticas sobre o assunto abordado, pode ser verificado em
ambas as situacdes;

- tanto na sala de aula imaginaria de Lakatos, quanto em uma abordagem
com o problema PBL, 0s novos conhecimentos sdo reexaminados e tém
suas compreensOes retornando sempre a situacdo apresentada
originalmente.

- e, conforme Cardoso (1997), novos campos de investigacdo gerados a
partir da relagéo entre o problema original e outros problemas, sdo abertos.
- em ambos o0s casos, pode-se fomentar a valorizagdo do saber matematico,
destacadas ndo apenas pela abordagem de sistemas formais e
demonstracdes, mas amparadas em processos heuristicos, sujeitos a
investigacOes e reformulacGes, que propiciem também a contemplacéo de
aspectos histéricos a respeito do conhecimento a ser desenvolvido.

A intencdo deste estudo ndo é propor adaptacfes de um problema
no formato do PBL como uma prescricéo a ser seguida, a fim de explorar a
Filosofia de Lakatos como um todo. As leituras realizadas a respeito desse
autor podem gerar novas reflexfes a alguns ideais que ja& vem sendo
trabalhados acerca da abordagem da Matematica formal e de olhares que
possibilitem outras descobertas.

Procurou-se pontuar certas proximidades entre a obra Provas e
Refutacbes e a resolugdo de um problema construido na perspectiva do
PBL. Existem distanciamentos entre ambos, como o fato de que o processo
descrito por Lakatos, visa o enfoque do conhecimento matematico em si,
enquanto um problema PBL, procura englobar enfoques mais
interdisciplinares, estabelecendo relagbes entre conhecimentos tedricos e
praticos, que ndo se limitam a determinada especificidade. Outro
diferencial que se pode descrever é que Lakatos explora a Filosofia da
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Matematica, sem ter preocupacOes efetivas a respeito da Educagdo
Matemaética. No caso, de uma abordagem com o PBL, de modo geral,
pode-se explorar tanto a Filosofia da Matematica quanto a Filosofia da
Educacdo Matematica.

As perspectivas aqui mencionadas vislumbravam, em consonancia
com Lakatos, amparar-se em estrategias que ndo foquem apenas na busca
por certezas Matematicas e na contemplacdo de aspectos formalistas.
Assim como Vithal, Christensen e Skovsmose (1995) descrevem, oS
participantes de sua pesquisa descobriram que também estavam
experimentando a unidade de provas e refutagbes em seu processo de
trabalho com projetos amparados em problemas, estas reflexdes também se
amparam em tais relagdes. Sendo assim, os principios fundamentais,
retratados na obra analisada, se aproximam do uso e desenvolvimento de
problemas desenvolvidos de acordo com o PBL, contribuindo assim com o
entendimento de como 0s processos acerca do conhecimento envolvido se
estabelecem no campo filosofico, sejam eles matematicos ou néo.

Consideragdes finais

Neste estudo foram apresentadas consideragdes a respeito de
principios filoséficos destacados por Lakatos, em sua obra Provas e
Refutacbes e, possiveis relacbes com a abordagem de problemas
matematicos. Procurou-se mencionar nas primeiras se¢Ges aspectos
inerentes as ideias lakatosianas, contemplando alguns apontamentos que
poderiam ser associados ao trabalho com problemas.

Uma breve caracterizagdo de um trabalho com problemas
explorados segundo a visdo do Problem-Based Learning foi explanada,
descrevendo as motivages e proximidades que levaram a construgdo
destas reflexdes. Posteriormente, partiu-se para algumas aproximacgdes em
si, destacando-se, inclusive, aspectos que Vithal, Christensen e Skovsmose
(1995) realizaram em suas observacdes.

A intencdo deste estudo ndo é afirmar que qualquer problema
matematico possa explorar processos filosoficos descritos por Lakatos. No
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entanto, alguns encaminhamentos de trabalho podem ser delineados sob
esses principios.

Um problema em Matemaética pode ser pensado como um modo de
relacionar tanto o campo matematico quanto outras areas de conhecimento,
considerando que o falibilismo, o racionalismo de Lakatos e contextos
relacionados a nossa realidade. Isso possibilita que as aplicacdes e
reflexdes geradas pelas analises e resolucdo do problema possam
contribuir com a producdo de novos conhecimentos. Embora existam
diversas particularidades sobre a obra Provas e Refutagbes e a
caracterizacdo de um problema no PBL, algumas reflexdes entre ambas
foram construidas, a fim de contribuir com o crescimento dos
conhecimentos contemplados e, mais ainda, com o crescimento de nossos
estudantes.
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