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RESUMEN

Este documento presenta resultados de una investigacion que responde a: ¢Cémo la mirada
historica-epistemoldgica del razonamiento proporcional posibilita su estudio y favorece la inclusién
en clase de Matematicas? La investigacion se fundamentd tedricamente en los acercamientos para
la ensefianza del razonamiento proporcional y en las formas en las que interviene la historia de
las Matematicas en su ensefanza. Por otra parte, se valoraron los principios y pautas del Disefo
Universal de Aprendizaje (DUA) para garantizar la inclusidn de todos los estudiantes. La metodologia
se desarrollé en tres fases: revision de los elementos tedricos y conceptuales, planteamiento del
disefio didactico y valoracion mediante juicio experto. De alli, emergieron los resultados, los cuales
permitieron reconocer el uso de la historia de las Matematicas como un recurso significativo para la
comprensidn de las matematicas y para la promocion de una educacion inclusiva.
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ABSTRACT

The current document shows the results of research that responds to the question: “How does
the historical-epistemological approach to proportional reasoning enable and favor its inclusion
in math class?” The research was theoretically based on the approaches to teaching proportional
reasoning and the ways in which the history of mathematics affects its teaching. Moreover, the
universal learning design (ULD) guidelines and principles were reviewed to ensure the inclusion
of all students. The methodology was developed in three phases: review of the theoretical and
conceptual elements, approach to the didactic design and evaluation by means of expert judgment.
From there arose the results, which allowed to acknowledge the use of the history of mathematics
as a meaningful resource for understanding math and promoting inclusive education.
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RESUMO

Este documento apresenta resultados de uma investigacdo que responde a como a visao histdrico-
epistemoldgica do raciocinio proporcional possibilita seu estudo e favorece sua inclusdo nas aulas
de matematica. A pesquisa foi baseada teoricamente em abordagens para o ensino do raciocinio
proporcional e nas formas com que a historia da matematica intervém em seu ensino. Por outro lado,
foram valorizados os principios e diretrizes do universal learning design (DUA) para garantir ainclusdo
de todos os alunos. A metodologia foi desenvolvida em trés fases: revisdao dos elementos tedricos e
conceptuais, abordagem da concec¢do didatica e avaliagdo por meio de pareceres de peritos. A partir
dai emergiram os resultados que permitiram reconhecer o uso da histéria da matematica como
recurso significativo para a compreensao da matematica e para a promocao da educacgao inclusiva.

Palavras-chave: Raciocinio Proporcional. Histdria. Epistemologia. Inclusdo. Curriculo.

INTRODUCCION

La educacidn inclusiva es exaltada internacionalmente desde la Declaracion Universal de los Derechos
Humanos (ONU, 1948). De este modo, la mayoria de los paises asumen en la actualidad un modelo
biopsicosocial de la inclusidn, en el que las posibles trastornos, limitaciones, dificultades o capacidades
se asumen como una caracteristica mas del sujeto. No obstante, existe una desconexion entre lo que se
propone para la educacién inclusiva y las realidades del aula, y a pesar de que se han hecho importantes
avances en los ultimos afios, los sistemas educativos aln resultan insuficiente para atender integralmente a
todos los estudiantes. Al respecto se afirma que persisten las formas tradicionales de ensefianza que distan
de una educacién para todos (Arnaiz, 2000).

Colombia no es ajena a la situacién antes descrita, si bien, cuenta con un marco normativo sélido,
segun cifras del Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (Dane, 2022), el 81,7% de las
instituciones educativas colombianas tienen un modelo pedagdgico tradicional con principios orientados a
la transmision de conocimientos, lo que agudiza el alto nivel de desercidn escolar por parte de personas con
caracteristicas de aprendizaje diferentes, quienes solo logran terminar la educacion basica primaria (Lastre,
Anaya y Martinez, 2019).

Lo anterior, es una importante muestra de que discutir y proponer acciones para favorecer la
educacioén inclusiva es una tarea compleja pero prioritaria para la sociedad. En este sentido se sostiene
gue alcanzar una educacion inclusiva requiere tener en cuenta tres dimensiones interconectadas: cultura,
politicas y practicas; para eliminar, o en su defecto minimizar las barreras de aprendizaje y participacién de
los estudiantes (Booth y Ainscow, 2000).

En particular, desde la investigacién que aqui se reporta, se planted un acercamiento a la inclusion
mediante el uso de la Historia y la Epistemologia como un recurso didactico flexible y adaptable para el estudio
del razonamiento proporcional. Lo anterior teniendo en cuenta las investigaciones de (Oller, Marcén y Gairin,
2013; Guacaneme, 2016) los cuales reconocen que el razonamiento proporcional posee una historia prolifica
que ademas de suscitar la discusién en la clase de Matematicas, permiten orientar y enriquecer el curriculo.

El componente histérico-epistemoldgico en la ensefianza de las Matematicas ha sido valorado
positivamente por autores como (Guzman, 1993; Gonzéles, 2004; D’Amore, 2011; Oller-Marcer y Gairin,
2013; Guacaneme, 2016; Gutiérrez, 2019), quienes reconocen que este posibilita la evoluciéon de ideas
y el desarrollo de los objetos matematicos para favorecer su comprensién. Ahora bien, para que los
acercamientos desde la clase de Matematicas posibiliten la inclusion se siguen los principios y pautas del
DUA propuestos por (Alba Pastor, 2018).

Por todo lo anterior, esta investigacidn tuvo por objetivo plantear y valorar un disefio didactico desde
la Historia y la Epistemologia del razonamiento proporcional para favorecer la educacién inclusiva en clase de
matematicas de quinto grado. De esta manera, en el siguiente apartado se exponen los elementos tedricos
y conceptuales utilizados para tal fin.
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ELEMENTOS TEORICOS Y CONCEPTUALES

Los elementos tedricos y conceptuales se centran en tres elementos, fundamentalmente:
el razonamiento proporcional desde la Educacion Matemdtica; la Historia y Epistemologia del
razonamiento proporcional como recurso diddctico; la normativa y orientaciones para la inclusion
educativa; y la propuesta curricular en la cual se enmarca este trabajo. A continuacion, estos se
describen brevemente.

EL RAZONAMIENTO PROPORCIONAL DESDE LA EDUCACION MATEMATICA

En las ultimas seis décadas el razonamiento proporcional ha ocupado un lugar significativo
dentro de los estudios en Educaciéon Matematica (Valverde Soto y Castro Martinez, 2009; Obando,
Vasco y Arboleda, 2014), lo cual ha permitido una conceptualizacion suficiente al respecto. En este
sentido, Mochén Cohen (2012) reconoce el razonamiento proporcional como la facultad de sustentar
propiedades sobre la relacidn existente entre cuatro cantidades. En particular, este autor, sefiala dos
ideas esenciales que respectan sobre este objeto matematico, a saber: la comparaciony la variacion.

La comparacion es un foco principal dentro del razonamiento proporcional, ya que con
esta idea se desarrolld el concepto ulterior de razén, el cual se realiza mediante comparaciones
multiplicativas. Sobre lo anterior, Mochén Cohen (2012) plantea que el concepto sobre el cual se
basa el razonamiento proporcional es el de razén, y de alli emergen otras ideas como la constancia
de la razén, la de cantidades relativas, la equivalencia de razones, entre otras. Por otro lado, para
comprender el comportamiento de las relaciones directamente proporcionales es fundamental el
concepto de variacion entre dos cantidades. Teniendo como caso particular, el énfasis en la variacién
existente en una relacién proporcional directa (Mochén Cohen, 2012).

Referente a lo anterior, diversos autores han propuesto unas etapas del desarrollo del
razonamiento proporcional que se recogen en (Mochdn Cohen, 2021), las cuales son: i) Incompleta,
i) Cualitativa, iii) Aditiva, iv) Pre proporcional, y v) Proporcional. Con base en lo anterior, este mismo
autor, propone unos acercamientos para su desarrollo, los cuales se adaptaron en el trabajo de (Rey
Gdbmez, 2022) como se esboza a continuacion:

i) Usodetablasyrazones intuitivas: desde este acercamiento el estudiante organiza mediante
arreglos tabulares los datos recogidos de una situacion directamente proporcional, y a
partir de ahi, deduce propiedades y comportamientos de este tipo de relaciones a través
de un lenguaje sencillo e intuitivo.

ii) Estrategia unitaria: aqui se pretende que el estudiante reconozca el valor asociado a
la unidad de algunas de las magnitudes en juego, con esto, puede resolver problemas
multiplicando las otras cantidades por el valor de la unidad.

iii) Razdn de cambio: el estudiante comprende la relacién covariacional entre las magnitudes, y
a este comportamiento le asocia su razén de cambio. También, se espera que el estudiante
transite a este acercamiento sin necesariamente abandonar el uso de tablas.

iv) Constancia de la razon y algoritmia: en este acercamiento el estudiante comprende
propiedades de una relacidn directamente proporcional, lo que posibilita manipular el
algoritmo de la regla de tres, pero soportado en los acercamientos precedentes.

LA HISTORIA Y LA EPISTEMOLOGIA DEL RAZONAMIENTO PROPORCIONAL COMO
RECURSO DIDACTICO

La revision histérica-epistemoldgica del razonamiento proporcional da luces para planificar
la ensefianza (Oller-Marcén y Gairin, 2013). Si bien, la literatura reporta resultados positivos al
incluir aspectos histéricos y epistemoldgicos en la clase de Matematicas, no se encuentran muchas
experiencias practicas al respecto. Un analisis de la evolucién del objeto matematico se hizo en
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(Rey Gémez, 2022) y de alli emergid la estructura para organizar el disefio, lo que permitié también
fundamentarlo en el proceso de resolucién de problemas, pensado como un macroproceso, y los
otros procesos matematicos como coadyuvante de la ensefianza. Una descripcion detallada de la
integracion de estos aspectos se puede encontrar en el trabajo antes citado.

Ahora, para definir la forma en que se usa la Historia y la Epistemologia como recurso didactico,
este trabajo usa las tres formas en las que interviene la Historia de las Matematicas en su ensefianza
(Guacaneme, 2016). Estas se esbozan a continuacioén:

i) La Historia de las Matemdticas como uso: esta forma propone el uso de recursos histoéricos
(referencias, biografias, problemas, anécdotas, hitos, entre otros), para enriquecer la clase
de Matematicas y captar la atencidn de los estudiantes. Cada objeto matematico trae
consigo una evolucidn histérica que se debe aprovechar para la ensefianza.

i) La Historia de las Matemdticas como integracion: de acuerdo con el autor, integrar la clase
de Matematicas con la historia, permite fundamentarla epistemoldgicamente. Aqui, no solo
se usa la historia para enriquecer la ensefianza, sino como posibilitadora de aprendizaje por
parte de los estudiantes. Partiendo de la idea de que las Matematicas conviven con el ser
humano, y que éstas forman parte de la historia compartida por todos.

iii) La Historia de las Matemdticas como permeador: |la Historia permite guiar la ensefianza, por
ello, el disefio que se propone desde esta investigacion se vale de la Historia para orientar
las situaciones, actividades, enunciados, problemas, etc. En (Rey Gémez, 2022) se enfatiza
en el potencial que tiene este recurso para el desarrollo curricular (planeacidn y evaluacion).

NORMATIVA Y ORIENTACIONES PARA LA EDUCACION INCLUSIVA

En el marco de este trabajo, la educacidn inclusiva entiende la diversidad como aquella relacién
gue las personas establecen consigo mismasy con los otros, superando la mirada de lo diferente como
una serie de fronteras que separan lo que se considera distinto; y como un proceso continuo que
responde a las caracteristicas diferenciadas de los estudiantes (en cuanto a intereses, posibilidades,
expectativas, limitaciones, etc.) para promover en ellos su desarrollo integral. Normativamente
Colombia integra el Disefio Universal de Aprendizaje (DUA), el cual se concibe como una propuesta
o instrumento para atender la educacion inclusiva.

Alrespecto, En (Velasco Méndez, 2022) que cita a (Alba Pastor, 2018) se reconoce tres principios
que debe conllevar el DUA en clase de Matematicas, integrado cada uno con tres pautas; las cuales
se relacionan a continuacion:

i) Principio de representacion: para ello se debe proporcionar: i) diferentes opciones para

percibir la informacion; ii) multiples opciones para el lenguaje y los simbolos matematicos;
y iii) opciones para la comprension.

ii) Principio de accion y expresion: para ello se requiere proporcionar: iv) multiples medios
fisicos de accién; v) opciones para la comunicacién matematicas; y vi) opciones para las
funciones ejecutivas.

iii) Principio de implicacion: este principio requiere que se proporcionen vii) multiples formas
para captar el interés; viii) opciones para mantener esfuerzo y persistencia; y ix) opciones
para la autorregulacion.

LA PROPUESTA CURRICULAR

La propuesta curricular que se usa en este trabajo surge como resultado de un proceso de
investigacidon que tiene por objetivo construir disefos didacticos de matematicas para la educacion
basica, ajustados a una estructura curricular flexible y adaptable, con el uso de diferentes tecnologias
que permitelainclusion. Estos disefios didacticos son entendidos como una planificacién estructurada
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para orientar la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas, proporcionando una serie de
actividades concretas con su respectiva fundamentacion tedrica y recursos con el fin de promover
la actividad matematica del aula y atender la educacién inclusiva. Esta propuesta se describe en
(Jacéme Anaya y Parada Rico, 2023) y se caracteriza por la flexibilidad que esta relacionada con
la adaptabilidad para responder a la diversidad cultural y social de los estudiantes, por lo que el
curriculo debe ser susceptible de revisién, modificacién y permanente actualizacion (MEN, 2013); y
la adaptabilidad que implica que la educacion debe ser compatible con los requerimientos, intereses
y condiciones particulares de todos los nifios en la sociedad (Kdster, 2016).

Desde esta propuesta se determind abordar los objetos matematicos de estudio con cuatro
(4) niveles de profundidad, teniendo en cuenta un enfoque diferencial donde se identifican las
caracteristicas y necesidades particulares de las personas y poblaciones, se consolidan respuestas
diferenciales, se materializar sus derechos y se suprime la exclusion social. La descripcion amplia de
la propuesta se puede visualizar en (Parada Rico, 2023).

Estos niveles se describen a continuacion:

i) Nivel 1: proporciona multiples representaciones del objeto matematico de estudio,
especialmente representaciones concretas. Las situaciones problemas llevan instrucciones
sencillas, con poco texto, con mayor contenido visual o auditivo que proporcionan multiples
formas de accidén y expresion como el uso de palabras claves mediante texto alternativo
con el fin de activar la percepcidn auditiva, visual y/o tactil de los estudiantes, por lo que
se requiere acompafiamiento permanente del profesor, por ejemplo, ayudandolo a hacer
conexiones y recordandole reiterativamente informacion. El disefio de este nivel permite
diferentes formas de implicacidn, a través de trabajo colaborativo con pares y socializacion
permanente de sus avances frente al grupo, esto mediante el tratamiento de situaciones y
necesidades cotidianas.

ii) Nivel 2: se priorizan actividades de resolucién de problemas que impliquen la interpretacién de
informacion presentada de forma verbal, numérica o grafica, mediante material visual, auditivo
y/o concreto. El disefio proporciona multiples formas de accion y expresion al utilizar situaciones
culturalmente significativas de los estudiantes. Las situaciones problemas para este nivel
contienen instrucciones sencillas con texto moderado que implican la conexién de informacién
para comprender y resolver una situacion. El disefio proporciona, variadas formas de accién y
expresion dando lugar a las expresiones orales, gestuales, pictdricas, entre otras posibilidades de
produccion, en las que propone la mediacion del docente que permita ir valorando el logro del
propésito previsto. En este nivel ademas del trabajo colaborativo se requiere ir dando autonomia
para ir fortalecimiento de conocimientos aprendidos en la resolucién de situaciones cotidianas.
Para ello, el profesor puede dar apoyo con material o representaciones concretas que puede ir
retirando en la medida que el estudiante vaya avanzando.

iii) Nivel 3: se priorizan actividades de resolucién de problemas que implican la abstraccién de
informacion presentada de forma verbal, numérica, grafica, tabular con diversas y variadas
tecnologias (como pueden ser los entornos virtuales interactivos o software) permitiendo
la manipulacidn, diferentes estrategias de resolucion de problemas. Las actividades estan
mayormente disefiadas para que los estudiantes construyan expresiones numéricas o
algebraicas que permitan modelar una situacion problema del contexto, que posibilitan
el desarrollo de procesos matematicos abstractos y con un lenguaje matematico preciso.
El disefio proporciona variadas formas de accidon y expresién haciendo uso del lenguaje
matematico acorde con el objeto de estudio, en las que el docente medie con el estudiante
para acercarlo a los objetos matematicos segun el propdsito establecido, promoviendo la
discusion sobre situaciones del contexto matematico y cotidiano.
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iv) Nivel 4: se privilegian actividades de resolucién, deduccién y planteamiento de conjeturas
matematicas con el uso de lenguaje matematico formal haciendo uso de diversas y variadas
tecnologias (como pueden ser los entornos virtuales interactivos o software) permitiendo la
visualizacién, la argumentacion y el desarrollo de estrategias de resolucién de problemas. Las
actividades estdn mayormente disefiadas pero que los estudiantes modelen situaciones del
contexto (matematico y no matemadtico) justificando y argumentando sus procedimientos y
deducciones haciendo uso del lenguaje matematico formal propio del objeto matematico de
estudio. De igual manera en este diseio el docente asumira la postura de mediador, coadyuvando
al estudiante para que acerque y profundice en sus los objetos de estudio hasta donde su interés,
motivacion y creatividad se lo permita, invitdandolo a discutir y exponer avances.

La propuesta se puede visualizar en (Parada Rico, 2023).

METODOLOGIA

La investigacidn que aqui se reporte tiene caracteristicas de disefio curricular, desde la perspectiva
de (Diaz-Barrigaetal.,1991). En este sentido, pararesponder ala pregunta de investigacidén se plantearon
y desarrollaron tres fases: i) revision de los elementos tedricos y conceptuales; ii) Planteamiento del
disefio diddctico; v iii) valoracion por juicio experto. Estas fases se explicitan a continuacion.

FASE 1. REVISION DE ELEMENTOS TEORICOS Y CONCEPTUALES

Esta fase consistid en la revision de literatura, primero sobre el objeto matematico de estudio
(el razonamiento proporcional) que responde al qué de la investigacidn, luego sobre la Historia y la
Epistemologia de la Matematica como recurso didactico, lo que responde al cdmo de la investigacion,
y finalmente sobre la inclusién educativa mediante el DUA, lo cual responde al para qué. Posterior a
que se integraran estos elementos, se usé la propuesta curricular esbozada en la seccién 2.4, y con
esto se dio paso al planteamiento del disefio didactico.

FASE 2. PLANTEAMIENTO DEL DISENO DIDACTICO

Teniendo en cuenta los elementos preliminarmente revisados, se construyé un disefio curricular
orientado a responder la pregunta: ¢ Cdmo se han resuelto problemas en la Historia usando razones y
proporciones? Para el que se definieron propdsitos de aprendizaje, enmarcados en el pensamiento
numérico y el pensamiento variacional, asociados también, con los procesos matematicos definidos
por el MEN (1998). Teniendo en cuenta lo explicado anteriormente sobre la propuesta curricular en
la que se enmarca el estudio aqui reportado, se decidid trabajar en dos niveles de profundidad (Nivel
2 y Nivel 3). Los niveles 1 y 4 en este momento estan en proceso de revision.

El diseio didactico planteado consta de: i) malla curricular; ii) hoja de trabajo para el estudiante y;
i) orientaciones para el profesor. Estos se describen a continuacién.

i) Enlamallacurricularse presentaunatablaenlaqueaparecenlos propdsitos de lasactividades
en cada nivel de profundidad, asociados con los procesos matematicos, atendiendo los
lineamientos del MEN (1998) y lo planteado por diversos autores respecto al desarrollo de
estos. Esta malla, para los niveles trabajados se pueda encontrar en (Rey Gdmez, 2022).

i) La hoja de trabajo del estudiante para cada nivel de profundidad, que se organiza en cuatro
momentos de actividad matematica:

e Primer momento: introduccién de un objeto matematico a partir del contexto con
actividades dinamicas para la valoracion y conexién con conocimientos previos.

e Segundo momento: se construyen conceptos matematicos emergentes de la situacion
planeada en el primer momento. Aquise busca construir o deducir propiedades, relaciones,
representaciones y conexiones del objeto matematico de estudio con el contexto.
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e Tercer momento: espacio donde los estudiantes ponen en prdctica y afianzan los
saberes construidos mediante actividades dinamicas, de ejercitacidén, aplicacion,
problematizacidn, juegos, proyectos, etc.

e Cuarto momento: tiempo para valorar los desempefios de los estudiantes, reconociendo
las diferencias en los ritmos y maneras de aprender, esto puede ser mediante el desarrollo
de actividades retadoras, dinamicas o problemas que permitan valorar los aprendizajes.

iii) Orientaciones para el profesor: teniendo en cuenta que el logro de los objetivos depende de
las intervenciones del docente; se construyd un documento con recomendaciones didacticas,
tedricas y metodoldgicas para implementar el disefio con el fin de orientar la manera para
direccionar y flexibilizar su desarrollo de acuerdo con las caracteristicas de los estudiantes.

FASE 3. VALORACION POR JUICIO EXPERTO

El disefio fue revisado mediante la técnica de juicio experto, entendido como un proceso en el
que una o varias personas con conocimiento del tema y trayectoria en el campo disciplinar evalla
un producto para mejorarlo. Para tal fin, se usé una rubrica establecida en el trabajo de (Jacome
Anaya y Parada Rico, 2023). Esta rubrica evalua el nivel de cumplimiento del disefio de acuerdo con
el DUA, y los aspectos tedricos, epistemoldgicos y didacticos del objeto matematico de estudio.
Los resultados demostraron un nivel altamente satisfactorio de cumplimiento. La aplicacion de la
rdbrica se describe con mas detalle en la seccién 5.

EL DISENO DIDACTICO: ¢ COMO SE HAN RESUELTO PROBLEMAS EN LA HISTORIA
USANDO RAZONES Y PROPORCIONES?

Como se menciond el diseno se organiza y se describe en cuatro momentos de actividad
matematica. A continuacién, para efecto de sintesis, se describird brevemente el disefo de
profundidad 2. Los lectores podran encontrar en (Rey Gémez, 2022) los disefios completos junto
con la malla curricular, la cartilla del estudiante y las orientaciones para el profesor.

PRIMER MOMENTO

El diseio inicia con una actividad titulada Juguemos con la Tierra y la Luna Figura 1. Esta es
una actividad practica que pretendid acercar al estudiante al concepto de razén como comparacién

Figura 1 — Actividad practica-nivel de profundidad 2.

Fuente: Rey Gomez (2022).
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entre dos magnitudes. Dada la finalidad de este momento, la cual era introducir el concepto de
razén, no se integraron elementos histéricos explicitos, pero si se orientaron las actividades hacia el
cumplimiento de los principios del DUA.

SEGUNDO MOMENTO

En este momento se introduce la situacién que se utiliza como contexto para el disefio. Al
respecto se narra, desde una perspectiva histérica de razones y proporciones, un proyecto de
Matematicas. Alli se mencionan tres estudiantes que destacan: Jennifer, Daniel y David; quienes son
los protagonistas del momento 2, 3 y 4, respectivamente, (Figura 2). En este momento, se muestra
la consulta que hizo David sobre el libro El Lilavati (Figura 3).

Por tanto, las actividades giran entorno a un problema adaptado de E/ Lilavati que es un antiguo
texto hindu en el cual un padre se dirige a su hija Lilavati, por medio de versos, para proponerle
problemas matematicos (Figura 4).

Figura 2 — Relato del profesor Javier.

Fuente: Rey Gomez (2022).

Figura 3 — La consulta de David.

Fuente: Rey Gdmez (2022).

Figura 4 — Problema adaptado de El Lilavati.

Fuente: Rey Gomez (2022).
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Para la resoluciéon del problema se guia a que el estudiante, de acuerdo con el primer
acercamiento descrito en el apartado 2.1, a que diligencie la tabla Figura 5 y halle relaciones intuitivas
que describira cualitativamente (por ejemplo, una magnitud es la mitad de otra, el doble, la tercera
parte, etc.). De alli, se empieza a dar sentido a la nocién de relaciones directamente proporcionales.
En las orientaciones al docente, se sugiere usar unas pistas propuestas en (Mochén Cohen, 2012)
que se basan en usar relaciones faciles de establecer por parte del estudiante. Por ejemplo: si 2 palas
de azafran valen 6 niskas, entonces 4 palas (el doble de 2) valen 12 niskas (que también es el doble
de 6). De esta manera, el estudiante podria empezar a desarrollar un razonamiento pre-proporcional
acercandose a las ideas de comparacion y variacion.

Figura 5 — Apoyo tabular para resolver el problema de El Lilavati.

Fuente: Rey Gdmez (2022).

De manera posterior, se explica en el disefio el método chino de la /i, cuyo proceso es similar
al acercamiento de la estrategia unitaria, que se abordd en el apartado 1.1.1. Con esta explicaciéon
se espera que el estudiante comprenda distintas estrategias para hallar un valor desconocido en una
situacién de proporcionalidad directa, sin la necesidad de acudir al algoritmo conocido. Con esto se
espera que ulteriormente el estudiante comprenda la algoritmia, que se introduce hacia el final del
disefio. Aqui, la Historia impacta el curriculo, no solo como ornamento, sino como esencia que se
centra en la construccién epistemoldgica del objeto matematico de estudio.

Apoyados en esta estrategia, el estudiante debe resolver el problema asociando la pala de
azafran con 3 niskas. Lo anterior, también permitié introducir el concepto de razén, para lo cual el
estudiante debe reconocer la relacién numérica entre los valores de las dos columnas de la tabla.
En consecuencia, en este momento se inicia el tercer acercamiento denominado razon de cambio.
Entonces, el estudiante debe comprender no solo que 3 niskas corresponden a 1 pala de azafran
(estrategia unitaria); sino debe explicitar la razén 3 niskas por cada pala de azafran (Figura 6).

Las dos estrategias mencionadas favorecen multiples formas de representacién de lainformacion,
propician la creacion de significados y permiten un soporte conceptual para algoritmos ulteriores.
Ahora bien, para finalizar el segundo momento, se introdujo de manera implicita el objeto matematico
de estudio, por medio de un lenguaje numérico Figura 7 que se amplié en momentos posteriores.
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Figura 6 — Transicion de la estrategia unitaria a la razén de cambio.

Acercamiento II. Estrategia Unitaria Acercamiento TIL Razén de cambio

5i sabemos cudnto vale 1 sola pala de arafrdn, es
mucho mds fdcil caleular el valor de otras palas de El valor hallade en el punto anterior se conoce como razén.
azafrdn. Para ello debemos dividir las 6 niskas (que es

Es decir:
lo que valen las 2 palas de azafrdn) entre 2. Como :
6+2z3, entonces 1 pala de azafrdn vale 3 niskas. La razdn entre el valor en niskas y las palas de azafrdn es:
Luego de eso solo debo multiplicar ese valor por el 6 + 2 = 3 niskas por cada pala de azafrdn

nimero de palas de azafrdn que se pidan.

Fuente: Rey Gomez (2022).

Figura 7 — Introduccion al objeto matematico.

Fuente: Rey Gomez (2022).

TERCER MOMENTO

Para este momento se aborda la consulta que hizo Daniel sobre la medicion de la Gran Piramide de
Egipto, hito que se le atribuye a Tales de Mileto. Alli, se muestra una historieta sobre la leyenda Figura 8.

De manera posterior, se muestra un esquema que pudo haber utilizado Tales Figura 9, el cual
es validado con el uso del SGD GeoGebra. Con esto se espera que el estudiante comprenda con
mayor profundidad la idea de razdén de cambio, a través de la comparacién de las medidas inmersas
en el esquema (altura del bastén, y longitud de la sombra), a estos, en un siguiente punto, se le
asignan valores para que el estudiante determine la razén numérica. Se espera, que el estudiante
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Figura 8 — Tales y la medicion de la piramide.

TALES Y LA PIRamMIDE

Un dio cualguiera, tales visité la gren piramide de Egipte, ante Entonces el farodn, llegd de inmediato y le dijo a Tales lo
zu fama, los servidores del faradn le avisaron gue un gran siguiente:
fildsafo y matemdtico estaba cbservando fijomente las —
pirdmides . . Me han dicho que es usted &l mas

inteligente de todos los hombres,
PEre Ne Creo gue 5¢0 copot de
decirme cudl es bo altura de mi
Gron Piramide,

Tales, que era un hombre que le gustaban los retos, estuvo
reflexionando unos minutos, y finalmente le dijo ol faragn: necesito que por fovor, alguen mida
en este mismo moemento la sombra de
la pirdmide.

== S | Cloro que puede! No mas, clavarémi
bastén de 2 metros y mediré la
sombra.

Fuente: Rey Gémez (2022).

Figura 9 — Esquema para la medicion de la piramide.

Fuente: Rey Gomez (2022).
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pueda representar esta razén como fraccién, en un nimero decimal, ya que es conveniente para
responder a preguntas posteriores.

Seguidamente, se espera que el estudiante plantee una hipdtesis sobre qué pasaria si Tales
hubiese usado un bastéon de mayor o menor longitud. Las hipétesis del estudiante podran ser
validadas o refutadas mediante un applet de GeoGebra Figura 10, en la cual el estudiante puede
interactuar con la altura del bastén e identificar como cambia la sombra correspondiente. De este
modo, se prevé que el estudiante reconozca de manera inicial la constancia de la razén entre la
altura del bastéon y la sombra que proyecta.

Figura 10 — Animacion en GeoGebra-relacion sombra-bastén.

Fuente: Rey Gomez (2022).

Luego de interactuar con el applet, el estudiante debera corroborar o refutar sus conjeturas. Asi mismo,
con este applet se le pide al estudiante que halle las tres razones encontradas entre la altura del baston y
la sombra que proyecta, cuando cambia la altura del bastdn, y transforme estas razones (expresadas como
fraccidon) en numeros decimales, con el fin de que compruebe la igualdad de las razones, y asi alcance el
cuarto acercamiento denominado constancia de la razon y algoritmia. Posteriormente, el estudiante debera
responder algunas preguntas, pero ahora sobre la relacion entre la altura de la pirdmide y su sombra.

CUARTO MOMENTO

Para este momento se relata la consulta que hizo Jennifer sobre la medicion de longitud de la tierra,
gue se le atribuye al matematico griego Eratdstenes. Para ello, se inicia con un video que narra la historia. De
esta manera, se le pide al estudiante que dibuje o explique con sus propias palabras la idea de Eratéstenes
segun el video, y luego la socialice. Seguidamente, se busca que el estudiante interacttie con una simulacién
en GeoGebra Figura 11 sobre el tema y determine si se trata de una relacion directamente proporcional, y asi
pueda reconocer las magnitudes involucradas (angulo solar y longitud de la tierra) y la forma en que varian.

Finalmente, se le pide al estudiante que visualice y comprenda el esquema que plantea Jennifer
haciendo uso de una proporcion Figura 12 para determinar la longitud de la circunferencia de la tierra, y
luego desarrolle los pasos, proporcionados con anterioridad, para hallar la longitud buscada. Alli se le sugirio
al profesor guiar muy minuciosamente las operaciones de los estudiantes y hacer énfasis en que entiendan
el proceso realizado a la luz del acercamiento que se hizo hasta el momento al concepto de proporcion.
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Figura 11 — Animacidn en GeoGebra-medida de la longitud de la tierra por Eratdstenes.

Fuente: Rey Gomez (2022).

Figura 12 — Proceso para hallar la proporcién.

Si Lalongitud de la circunferencia de la tierra esa 360°
Como 800 km es 7°

Entonces, sabemos que:

longitud de la circunferencia de la tierra _ 360°

800 km 7°

Fuente: Rey Gomez (2022).

LA RUBRICA DE VALORACION

Como ya se menciond, el disefio didactico se valoré de acuerdo con una rubrica de evaluacién
establecida en el marco del trabajo de (Parada Rico, 2023). Esta valoracién fue desarrollada mediante
la figura de evaluacion experta, por un encargado ajeno a la investigaciéon, destinado para tal fin. En
mayor medida se valoré la idoneidad didactica del disefo, y la secuencia de actividades de acuerdo
con los aspectos epistemoldgicos del objeto matematico de estudio, atendiendo a los niveles de
profundidad descritos, y con un especial énfasis en los principios del DUA. Parte de la rubrica
diligenciada se puede ver en la Figura 13 y la Figura 14.

Mediante la rubrica, se valord positivamente los principios y pautas del DUA con un nivel de
cumplimiento mayor al 90% como se puede observar en la Figura 15, lo que permitié validar el
disefio didactico para atender la inclusidn, respondiendo asi, favorablemente, al objetivo del trabajo.

Es importante aclarar que a posteriori teniendo como base los resultados de la rdbrica se hizo
un refinamiento al disefo didactico, el cual se reportd en (Rey Gémez, 2022). En una comunicacién
posterior se tiene previsto mostrar los resultados de la implementacién del disefio para sopesarlos
con los resultados arrojados por la rubrica que se reporta en este articulo.

RESULTADOS: PRINCIPIOS RECTORES DEL DUA EN EL DISENO E IDONEIDAD
DIDACTICA DE LA HISTORIA PARA PROMOVERLOS

Los resultados emergieron del analisis a priori en la construccién del disefio didactico y su
posterior valoracidon mediante una rubrica. Estos resultados corresponden al proceso de planeacién
y valoracion de acuerdo con el objetivo general. Asi, con estas reflexiones se respondié a la pregunta
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Figura 13 — Valoracion general del diseiio.

Indicador

Las actividades
propuestlas responden a lo
indicado cn la tabla de
propésilos v descriplores

Sc obscrva ¢l desarrollo
del objeto matematico
desde lo didactico*

Las instrucciones, deniro
del discfio, estan acordes
con cl nivel de
profundidad y el grupo de
prados**

P1
213|145
X
X
X

Fuente: Rey Gdmez (2022).

Fuen'e: Rey Gomez (2022).

Figura 14 — Valoracion de la coherencia del diseiio con el Diseiio Universal de Aprendizaje.

Figura 15 — Nivel de cumplimiento del disefio con el Disefio Universal de Aprendizaje.

Fuente: elaborado por los autores (2023).
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de investigacion, que cuestiona sobre: ¢ Como la mirada historica-epistemoldgica del razonamiento
proporcional posibilita su estudio y favorece la inclusion en clase de Matemdticas? Por tanto,
a continuacién, se discute la forma en que valoramos su potencia para la inclusién en clase de
Matematicas, con base en los tres principios rectores del DUA, en donde se integraron las formas en
las que interviene la Historia de las Matematicas para su ensefianza (Guacaneme, 2016).

MULTIPLES FORMAS DE REPRESENTACION

La Historia como recurso didactico posibilité en gran medida el principio de representacion.
La Historia como uso, se puede evidenciar, por ejemplo, con dos elementos que se integraron en el
diseno; estos son: los ¢sabias qué? y las notas histdricas. Estos elementos rescatan los aportes de la
Historia para que el estudiante comprenda la situaciéon y se sitle en el contexto del problema, ademas
posibilita opciones para la comprensién (pauta 3), en este caso de la proporcién directa. Asi mismo, se
posibilita la conexion entre conceptos del razonamiento proporcional con hitos histéricos que marcaron
la historia de las razones y proporciones. Mas especificamente, en este disefio se rescataron tres hitos
histéricos: El problema de E/ Lilavati, la leyenda de Tales sobre la mediciéon de la Gran Pirdmide de
Egipto, y la medida de la longitud de la circunferencia de la Tierra, hecha por Eratdstenes.

Por otro lado, en el desarrollo del disefio se evidencid la Historia de las Matemdticas como
integracion, pues la Historia fue parte fundamental del disefio y no solo un extracto adicional.
Con los registros histdricos usados se complementa esta idea. Asi, hacemos énfasis en que es la
Historia misma la que conduce el desarrollo del tema, y permite anteponerse a los obstaculos
epistemolégicos que pudiesen surgir. Por ejemplo, en la medicién de la pirdmide, se empiezan a
comparar por separado las razones entre la altura del bastén y la sombra del bastdn, y de la altura
de la pirdamide con la sombra de la pirdmide; y luego se pasa a construir el concepto de proporcion,
en donde se igualan estas dos razones. Esto permitié suministrar mas formas para reconocer el
lenguaje matematico inmerso en esa relacion de comparacidn, favorecer la comprensiéon en el
contexto y la obtencidon de nuevo conocimiento de manera sutil y estructurada, de acuerdo con la
pauta 3 mencionada anteriormente.

Del mismo modo, se destacan las animaciones realizadas en el SGD GeoGebra, en donde el
estudiante ademas de tener la posibilidad de interactuar, verificar y conjeturar sobre la situacién
que se le plantea, tiene opciones para la percepcidn. En vista de la necesidad de que el estudiante
comprendiera, bajo una representacion dindmica, la idea de variacién, se planteé el uso de un SGD.
Estas animaciones contribuyeron a favorecer la comprensién del objeto matematico mismo. Con
esta misma idea, se propuso la visualizacién del video sobre Eratdstenes y la medida de la Tierra;
dado que, usaba un lenguaje natural y adaptado a la edad de los estudiantes, permitiendo una
forma distinta de expresion.

MULTIPLES FORMAS DE ACCION Y EXPRESION

El disefio didactico buscéd favorecer multiples respuestas por parte de los estudiantes. Al
respecto, se favorecieron espacios para que el estudiante expresara en una estructura sus esquemas
en los registros que él considerara convenientes. Para ello, se realizaron preguntas abiertas, bien
dirigidas, encaminadas al objetivo de cada actividad y dentro del contexto histdrico del problema,
de acuerdo con la Historia de las Matemdticas como uso.

En particular, se propusieron puntos donde el estudiante debia registrar de manera esquematica,
verbal o grafica, la situacidn. Por ejemplo, en el momento 4 con la historia de Eratdstenes se le solicitd
al estudiante que, con base en el video, realizara un dibujo o explicara en sus palabras la idea; usando
asi la Historia de las Matemdticas como integracion. Alli, se le pidié al docente dar mayor libertad
para que el estudiante estructurara sus propios esquemas. De igual forma, con el uso de GeoGebra,
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el estudiante logré verificar algunos datos y comportamientos de la situaciéon para corroborar sus
conjeturas. Esto de acuerdo con la pauta 4: proporcionar multiples medios fisicos de accion.

También en el disefio se le pide al docente buscar medios de expresidn para comunicar las
ideas, por ello se dan unas orientaciones sobre las pistas que seria pertinente dar para que el
estudiante adquiera el conocimiento. De igual forma, el uso de la tecnologia, en particular del SGD,
promueve distintas formas de comunicacidon. Ademas, se plantean en determinados espacios como
los de socializar respuestas o esquemas construidos individualmente, discutirlos y encontrar puntos
de inflexidén en estos. Con base en lo anteriormente mencionado, se da cumplimiento a la pauta 5:
proporcionar opciones para la comunicacion y la expresion.

Del mismo modo, para proporcionar opciones para las funciones ejecutivas (pauta 6) se realizd
una secuencia adecuada de las actividades y se propusieron puntos de validacion dentro del disefio,
para que se valore el aprendizaje, especialmente por parte del propio estudiante (metacognicién),
dando como resultado el uso de la Historia de las Matemdticas como permeador. Como se menciond,
también se plantearon actividades, en donde el estudiante debia organizar las acciones de trabajo
para llegar a la respuesta, lo que permitid gestionar las funciones ejecutivas del cerebro, y desarrollar
estrategias para la resolucion de problemas.

De esta manera, la Historia de las Matemdticas como permeador permitié orientar
epistemoldgicamente la ensefanza y la actividad matematica del estudiante. La metacognicién
también es favorecida, en la medida en que la historia permite identificar y comprender los bloqueos
epistemoldgicos en la construccién de conceptos, y superarlos, como lo afirma (Gutiérrez, 2019).

MULTIPLES FORMAS DE IMPLICACION

El disefio que se presentd promueve la participacién del estudiante en el aula de clase,
dado que se piden incluir estrategias que motiven su interés. En ese sentido, cuando se planted la
situacion que desarrollé el disefio en el momento 2, 3y 4 tres estudiantes, con diferentes intereses se
destacaron (Literatura, Historia, Arquitectura, Arte, Astronomia). Esto se planted con el objetivo de
abrir mayores posibilidades para que las actividades estuvieran dentro de los intereses particulares
del estudiante, teniendo en cuenta la Historia de las Matemdticas como uso y en sintonia con la
pauta 7: proporcionar multiples formas de captar el interés. Esta pauta también fue propiciada por
las simulaciones en GeoGebra, en la medida en que ademads de captar el interés del estudiante
también estimularon la concentracién.

Las actividades fueron disenadas para que el estudiante cada vez descubriera, de manera
autonoma, y respondieran a las preguntas realizadas. Por lo que, cada vez se requirié de mayor
concentracién, mayor actividad matematica y un nivel creciente de razonamiento y explicacion de los
conceptos matematicos involucrados, con base en la Historia de las Matemdticas como integracion.
Por lo tanto, se hicieron algunas sugerencias al profesor sobre la orientacion que se debe llevar a
cabo segun las caracteristicas particulares del estudiante. Esto con relacién a la pauta 8: proporcionar
opciones para mantener el esfuerzo y la persistencia. Asi mismo, la actividad matematica fue
favorecida por el uso de la Historia como permeador, ya que como se mencioné anteriormente,
delimité el desarrollo del tema y los niveles de complejidad requeridos para la evolucion histérica-
epistemoldgica de los conceptos involucrados.

Por otrolado, la pauta 9: proporcionar opciones para la auto regulacion, busca que el estudiante
regule sus propias emociones como parte fundamental del aprendizaje y se mantenga motivado, fue
favorecida especialmente por las tecnologias digitales: las animaciones en GeoGebra y el video,
gue suponen una forma diferente en que los estudiantes comprenden la informacién, realizan la
actividad matematica, razonan, conjeturan y validan sus ideas intuitivas.
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CONCLUSIONES

Este trabajo tuvo el desafio de proponer una alternativa didactica, en este caso la Historia
y la Epistemologia, con el fin de promover la educacién inclusiva en el aula de Matematicas que
satisfagan algunos principios fundamentales, propuestos en el DUA, y beneficie la comprensién en
todos los estudiantes. Esto fue valorado a priori positivamente desde rubrica que se realizé en el
marco del presente trabajo. No obstante, el disefo esta en proceso de implementacién, por lo que
los resultados se comunicaran posteriormente.

El disefio realizado, en general, cumplié con las condiciones necesarias para una educacion
inclusiva, y aqui, es necesario resaltar el potencial didactico que tuvo la historia y la epistemologia
del concepto, para acercar la ensefianza de manera puntual a los principios del DUA. Si bien, este
es un trabajo con un objeto matematico especifico, muchas de las reflexiones pueden servir para
orientar posteriores procesos de inclusion, y como se mostrd, la Historia y la Epistemologia es una
buena alternativa para encaminar dichos procesos. Si bien, estos resultados son aun incipientes, es
un imperativo de la educacidn proponer caminos para lograr la inclusién.

La Historia y la Epistemologia de las Matematicas son un recurso fundamental para favorecer
el desarrollo de los procesos de ensefanza, y no tenerla presente produce una descontextualizacién
en los objetos matematicos. En consecuencia, los profesores en formacion deben de recibir una
formacion tedrica referente a estos aspectos para que puedan desarrollar un aprendizaje significativo
en los estudiantes. Por lo tanto, de acuerdo con uno de los principios del DUA, se debe usar la
Historia como herramienta para motivar y posibilitar el aprendizaje significativo.

Como panorama para trabajos posteriores, se insta al educador matematico que proponga
y evalue alternativas que favorezcan la educacion inclusiva. Mas especificamente, se le invita
a considerar como guia para el desarrollo de la ensefianza o como mediadora a la historia y la
epistemologia. AlUn mas por la riqueza de la Historia de las Matematicas, y por el mensaje de la
historia en general, que ha mostrado que es entre todos, sin exclusion alguna, que es posible el
continuo avance de la humanidad.
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