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Resumo

Investigam-se maneiras de lidar de alunos da educagao béasica
com problemas abertos de matematica. Para isso, seis problemas
abertos de matemadtica foram aplicados em duas turmas do 9° ano
do ensino fundamental e duas turmas do 3° ano do ensino médio de uma
escola publica. Por meio de uma abordagem qualitativa de pesquisa,
analisou-se a multiplicidade das resolugées dos alunos e evidenciaram-se
suas singularidades. A analise mostrou uma variedade de estratégias
apresentadas pelos alunos ao resolverem os problemas. Essas estratégias
sdo muito singulares, elaboradas por modos idiossincraticos de os alunos
lerem o enunciado do problema, implementarem uma maneira de lidar com
ele e construirem um processo de resolugéo. Diante dessas singularidades,
foi identificada uma multiplicidade de resolucées, diversos e diferentes
modos de resolugao dos problemas. Ao resolverem problemas abertos,
a atividade matemaética dos alunos se d4 por meio de processos que sao,
muitas vezes, pouco observados pelos professores. Nessa direcao, a analise
da produgéao escrita mostra-se como possibilidade de olhar para as maneiras
de lidar dos alunos, de modo a néo caracteriza-los pela falta, pontuando
o que nao foi feito ou aquilo que deveria ter sido feito.

Palavras-chave: educagcdo matematica; avaliagdo como pratica

de investigacao; analise da produgao escrita.
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Multiplicidades de resolugdes de alunos do ensino médio em problemas abertos de matematica

Abstract
Multiplicities of resolutions by high school students in open-ended
mathematics problems

This article investigates how students from basic education deal with
open-ended mathematics problems. To achieve this objective, six open-
ended mathematics problems were applied in two classes of the 9™ grade
of elementary school and in two classes of the 3" year of high school.
By means of a qualitative research, it was analyzed the students’ multiplicity
of resolutions and it were evidenced their singularities. The analysis
showed a variety of strategies presented by students to solve problems.
These strategies are very unique, developed by idiosyncratic ways of the
students to read the statements of the problems, implement a way to deal
with them and construct a settlement process. Facing these singularities,
it was identified a variety of resolutions, several different ways by which
the students solve problems. To solve open-ended mathematics problems,
the mathematical activity of the students occurs by means of processes
that are often little observed by teachers. In this direction, the analysis
of written production shows up as a possibility to look for ways how students
deal with mathematics problems, not characterizing them by punctuating
what they didn’t or what they should have done.

Keywords: mathematics education; assessment as a research practice;
written production analysis.

Introdugéo

Problemas abertos (ou discursivos) em matemadtica sao aqueles
que apresentam uma situacao que requer uma acao por parte daquele
que pretende resolvé-los, ndo havendo alternativas de respostas em seu
enunciado. Para resolvé-los, deve-se ler, interpretar o enunciado e langar
mao de estratégias e procedimentos de resolucdo para, entdo, encontrar
uma resposta (Buriasco; Cyrino; Soares, 2003). Essas acoes sao encadeadas
em um processo sem uma ordem predefinida, muitas vezes complexo
e intrigante para os que querem compreender alguns de seus aspectos.

Quando alunos da educacdo béasica se colocam na posigao
de “resolvedores” de problemas abertos, sdo diversas, como também
particulares e idiossincraticas, suas atividades matematicas. Como
modos particulares de os alunos resolverem problemas, caracterizam-se
as diferentes formas de interpretar o enunciado, elaborar estratégias
e utilizar procedimentos para resolver uma questao, que, em muitos casos,
sdo resultantes de processos sistematicos — tanto sintaticos como semanticos
—, que eles proprios constroem (Santos, 2007; Santos; Buriasco, 2008).
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Essa caracterizagcao apresenta a possibilidade de leitura da atividade
matematica dos alunos para além da categorizagao de certo e errado,
permitindo falar daquilo que o aluno fez, em vez de falar daquilo que ele
nao fez ou que deveria ter feito. Ela nos permite pensar em singularidades
de estratégias que os alunos elaboram, que evidenciam multiplicidades
de resolucoes. Essa caracterizacao se alinha ao Modelo dos Campos
Seménticos, uma proposta politico-pedagdgica para a Educagdo Matematica
(Lins, 1992, 1999, 2001, 2006, 2012).

Na resolucao dos problemas abertos, os alunos compartilham alguns
elementos de seus repertérios matematicos, deixam marcas de suas
maneiras de lidar em suas producoes escritas e dao pistas de seus processos
de resolucao. Essas producdes escritas fornecem valiosas informacoes
a respeito de sua atividade matematica, que, analisadas, apresentam
importantes implicacdes pedagdgicas para professores como também para
pesquisadores em Educacdo Matematica. A andlise da produgdo escrita
é uma estratégia para conhecer os modos como alunos e professores lidam
com problemas matematicos.

O objetivo deste trabalho é investigar maneiras de lidar de alunos
da educagao basica com seis problemas abertos em matematica. Para isso,
toma-se como pontos de partida o problema proposto estudado por Dalto
(2007) e os seis problemas resolvidos que este autor construiu a partir
da andlise da produgao escrita de alunos da educacado basica. Esses seis
problemas foram aplicados em uma escola publica do estado de Mato Grosso
do Sul, Brasil, e a produgdo escrita desses alunos é o foco das andlises
neste artigo. Sao analisadas multiplicidades de resolucdes dos alunos

e evidenciadas singularidades de suas maneiras de lidar.

Um alinhavo a respeito da analise da producgéo escrita

Entre as diversas possibilidades para conhecer a atividade matematica
de alunos, a analise da produgao escrita se apresenta como um caminho a ser
construido, mas que ja apresenta alguns direcionamentos.! Apresentamos
um pequeno alinhavo de trabalhos que mobilizam essa abordagem
de pesquisa em Educacdao Matematica.

Santos, Buriasco e Ferreira (2010) investigaram maneiras de 96 alunos
da educacgao basica interpretarem a ideia de recorréncia em uma questao
discursiva de matemética. Segundo eles, os alunos, em grande parte,
interpretaram e utilizaram a ideia de recorréncia pautados na interpretacao
que fizeram apenas da primeira frase do enunciado, o que interferiu
nas estratégias elaboradas. Para os autores, o modo como a linguagem
do enunciado da questao foi estruturada, a disposicao das informacoes
em trés frases e a expressao explicativa na segunda frase tiveram influéncia

no desempenho dos alunos. Em suas consideracgodes, os autores apontam que
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Mais informacdes podem ser
obtidas em <http://www.uel.
br/grupo-estudo/gepema>.
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Multiplicidades de resolugdes de alunos do ensino médio em problemas abertos de matematica

quando um aluno resolve uma questao, seus conhecimentos, suas
experiéncias, suas consideragoes realisticas, 0s contextos que constituem
ao lidar com ela fazem parte e influenciam o processo de resolucdo.
A linguagem do enunciado, como a disposicao e organizacao das
informacoes (qualitativas e quantitativas) podem ter também um papel
significativo no desempenho dos alunos. (Santos; Buriasco; Ferreira,
2010, p. 160-161).

Alguns trabalhos que tomam como foco a andlise de produgbes
escritas de alunos da educacdo basica estdo atrelados a estudos
arespeito da avaliagdo como préatica de investigagao. Segundo Buriasco,
Ferreira e Ciani (2009, p. 75), avaliagdo como pratica de investigagao
se caracteriza como

um processo de buscar conhecer ou, pelo menos, obter esclarecimentos,
informes sobre o desconhecido por meio de um conjunto de acoes
previamente projetadas e/ou planejadas, processo no qual se procura
seguir rastros, vestigios, esquadrinhar, ir a pista do que é observavel,
conhecido.

Uma avaliacdo que tenha a investigacao como fio condutor pode
se estruturar, pelo menos em parte, pela analise de produgdes escritas
de alunos. Diante da diversidade e da complexidade das vicissitudes
do trabalho docente, no qual muitas vezes a diferenca é silenciada por
praticas pautadas na ilusdo da homogeneidade dos alunos, a anélise
da producao escrita pode evidenciar singularidades dos modos de produgao
de significados dos alunos. Em uma sala de aula, cada aluno carrega
consigo um contexto histérico, politico e cultural que se apresenta como
pano de fundo aos modos como se movimenta ante as demandas, situacoes
e tarefas. Assim, realizar uma avaliacdo como pratica de investigacao
oportuniza que as vozes da diferenca aparecam em sala de aula e sejam
explicitadas. A partir dessas vozes, constituem-se projetos politicos para
planejar e construir um trabalho colaborativo a fim de decidir o que fazer
com essas diferencas. Nesse projeto, o ponto de partida seria o aluno,
e o de chegada, o préprio processo educativo. Segundo Buriasco, Ferreira
e Ciani (2009, p. 76):

Numa avaliacao assim praticada, enfatizam-se os caminhos percorridos,
reconhece-se e valoriza-se a diversidade deles na construcao de solugoes
para as tarefas, abre-se espaco para as diferencas entre os estudantes
e para as muitas interpretagoes de uma mesma situacao.

Oliveira e Palis (2011) apresentam e discutem o desenho
e aimplementacao de atividades centradas em trabalhos de alunos do ensino
fundamental como uma maneira de promover uma formacao continuada
de professores de matematica. Em sua revisdo de literatura, apresentam
varios trabalhos que evidenciam as potencialidades da analise de tarefas
de alunos, realizados por professores em grupos. Entre as principais
contribuicdes, destacam-se as que remetem a um conhecimento mais
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detalhado da atividade matemaéatica dos alunos pelos professores;
uma sensibilidade em ler as dificuldades dos alunos e elaborar estratégias
de intervencao; uma possibilidade de formacao de desenvolvimento
profissional para professores de matematica.

Entre os meandros dessas discussoes, focamos a multiplicidade
das maneiras de lidar dos alunos, com base em suas resolucoes de problemas

abertos em matematica por meio de suas producdes escritas.

Estratégia metodolégica

Neste trabalho foi realizada uma pesquisa qualitativa. Algumas
caracteristicas dessa abordagem s&o a intima relagdo do pesquisador
com o0 pesquisado (resultando em nao neutralidade); um maior interesse
no processo, analisando as informag¢6es de maneira intuitiva; a descricao
dos dados, tendo como foco o particular e buscando um maior nivel
de profundidade da compreensao deles; a ndo intencao de comprovacao
ourefutacao de algum fato; a impossibilidade de estabelecer regulamentacoes
(Bogdan; Biklen, 1994; Garnica, 2004).

Ancorados nessa abordagem, a andlise foi construida em trés etapas,
a partir de leituras plausiveis de residuos de enunciagées: a) ler os registros
escritos dos alunos; b) explorar singularidades de suas maneiras de lidar
com problemas abertos em matematica; c) explicitar multiplicidades
de seus modos de resolucao em alguns movimentos de teorizacao.

Os processos de leituras plausiveis dos registros escritos dos alunos
foram fundamentados no Modelo dos Campos Semanticos (MCS) (Lins,
1999, 2001, 2012). Uma leitura plausivel se caracteriza como uma atitude
que busca a leitura do outro pelo que ele tem, em oposicdo a olha-lo
pelo erro, pela falta. Como Lins (1999, p. 83) afirma, “toda tentativa
de se entender um autor deve passar pelo esfor¢co de olhar o mundo com
os olhos do autor, de usar os termos que ele usa de uma forma que torne
o todo de seu texto plausivel”.

Um ponto a destacar em relagédo a esse processo de leituras plausiveis
é o que entendemos por registros escritos ou produgoes escritas. Estes
séo entendidos como residuos de enunciagdes para os quais produzimos

w

significados. Segundo Lins (2012, p. 27), um residuo de enunciagéo “é algo
com que me deparo e que acredito ter sido dito por alguém”, e sua presenca
“sinaliza a demanda de producao de significados”.

Com isso, os registros escritos dos alunos nao se constituem
como algo estatico e acabado e oferecem o modo e a leitura de como
os alunos resolveram (verbo passado) o problema.? Os registros/produgoes
se constituem no momento em que lemos, falamos, analisamos e produzimos

significados; dessa forma, em cada leitura que fazemos, constituimos
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De acordo com as ideias
do Modelo dos Campos
Semanticos, um ponto a
destacar seria o de que o
objeto nao é anterior a fala.
O objeto é algo que dizemos
de algo e se constitui na
producao de significados em
uma determinada atividade
(Lins, 2004).
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Multiplicidades de resolugdes de alunos do ensino médio em problemas abertos de matematica

uma maneira de os alunos lidarem (verbo presente) com os problemas.
O que queremos evidenciar é que ndo temos possibilidades de afirmar
o0 que o aluno fez, o modo como fez e seus motivos para construir uma
determinada resolugdo, mas produzimos significados e constituimos
uma resolucao de um aluno para um determinado problema. Frases do tipo:
“Esse aluno elaborou uma regra de trés, operou por meio de uma divisao
e apresentou uma resposta”, para nés, se constroem da seguinte maneira:
“nessa minha leitura, acredito que o aluno elabora uma regra de trés, opera
por meio de uma divisao e apresenta uma resposta”. A mudanca do tempo
verbal como a explicitacao de que fazemos leituras de registros escritos
(leituras plausiveis de residuos de enunciagdes) é aspecto importante para

caracterizar esse processo de analise.

O processo de analise

Dalto (2007) e Dalto e Buriasco (2009) apresentam uma analise
da produgao escrita de alunos para uma questao aberta de matematica.

Em suas andlises, caracterizam

[...] Problema Proposto, como aquele que constava originalmente
na prova e que se esperava que fosse resolvido pelo estudante, e Problema
Resolvido, como aquele que se inferiu, mediante a producao escrita,
que cada estudante resolveu como resultado da interpretacao que fez
do Problema Proposto. (Dalto; Buriasco, 2009, p. 456).

Os problemas resolvidos foram construidos a partir das andlises
das produgées escritas dos alunos, no intuito de serem estes os problemas
que os alunos resolveram ao lidarem com o problema proposto.

Apresentamos no Quadro 1, a seguir, o problema proposto,
e no Quadro 2 os seis problemas resolvidos, construidos a partir
da anélise de 97 producdes escritas de alunos (Dalto, 2007). Nao teceremos
consideracoes sobre as maneiras de os alunos lidarem com o problema
proposto, pois isso ja foi realizado em Dalto (2007) e Dalto e Buriasco
(2009). Nosso foco sera a produgédo escrita dos alunos que resolveram
0s seis problemas resolvidos.

Quadro 1 — Problema Proposto para ser Resolvido

Problema Proposto
Um encanador A cobra por cada servigo feito um valor fixo
de R$60,00 mais R$18,00 por hora de trabalho. Um outro encanador
B cobra um valor fixo de R$24,00 mais R$36,00 por hora de trabalho.
Sendo t o tempo, medido em horas, para quais valores de t o encanador

A fica mais barato que o B?

Fonte: Dalto (2007)
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Quadro 2 — Problemas Resolvidos que foram Inferidos a partir
da Anélise da Produgéo Escrita

Problema Resolvido 1. Um encanador A cobra por cada servico
feito um valor fixo de R$ 60,00 ou R$ 18,00 por hora de trabalho. Um
outro encanador B cobra um valor fixo de R$ 24,00 ou R$ 36,00 por hora

de trabalho. Em qual das opgdes o encanador A é mais barato?

Problema Resolvido 2. Um encanador A cobra, por um servico
de uma hora, um valor fixo de R$ 60,00 mais R$ 18,00 e, para
servigos com mais de uma hora, um valor de R$ 18,00 por hora.
Um outro encanador B cobra, por um servico de uma hora, um
valor fixo de R$ 24,00 mais R$ 36,00 e, para servigos com mais
de uma hora, um valor de R$ 36,00 por hora de trabalho. Em qual
das opg¢odes o encanador A fica mais barato?

Problema Resolvido 3. Um encanador A cobra por cada servico
feito um valor fixo de R$60,00 mais R$18,00 por hora de trabalho.
Um outro encanador B cobra um valor fixo de R$24,00 mais R$36,00
por hora de trabalho. Sendo t o valor cobrado por hora de trabalho,
quantos reais a hora do encanador A é mais barata que do B?

Problema Resolvido 4. Um encanador A cobra por cada servico
feito um valor fixo de R$60,00 mais R$18,00 por hora de trabalho.
Um outro encanador B cobra um valor fixo de R$24,00 mais R$36,00
por hora de trabalho. Sendo t o valor cobrado por hora de trabalho,

qual valor de t é mais barato?

Problema Resolvido 5. Um encanador A cobra por cada servico
feito um valor fixo de R$60,00 mais R$18,00 por hora de trabalho.
Um outro encanador B cobra um valor fixo de R$24,00 mais R$36,00
por hora de trabalho. Sendo t o tempo, medido em horas, dé um valor

de t para o qual o encanador A fica mais barato que o B.

Problema Resolvido 6. Um encanador A cobra por cada servico
feito um valor fixo de R$60,00 mais R$18,00 por hora de trabalho.
Um outro encanador B cobra um valor fixo de R$24,00 mais R$36,00
por hora de trabalho. Sendo t o tempo, medido em horas, quantas horas

sdo necessarias para que o encanador A fique mais barato que o B?

Fonte: Dalto (2007).

Esses seis problemas resolvidos foram aplicados a alunos do 9°
ano do ensino fundamental e 3° ano do ensino médio de uma escola
publica do estado de Mato Grosso do Sul. A escola localiza-se na regiao
central do municipio de Anastécio e recebe, em sua maioria, alunos
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residentes da regiao urbana do municipio. Ela foi escolhida porque, na época
da coleta de dados, ja eram desenvolvidas outras atividades em parceria
com a universidade, como estdgios supervisionados, oficinas e projetos
de extensao. Cabe ressaltar que os alunos da escola sempre se mostraram
envolvidos com as atividades desenvolvidas em parceria com a universidade.
A coleta de dados foi realizada em horario de aula regular dos alunos
da escola por um dos autores deste trabalho.

O instrumento de coleta de dados consistiu em uma prova escrita
de matemadatica, composta pelos problemas resolvidos identificados
por Dalto (2007), e foi aplicado em quatro turmas da escola, sendo duas
do 9° ano do ensino fundamental e duas do 3° ano do ensino médio. Cada
um dos alunos resolveu apenas um dos problemas identificados por Dalto
(2007). O tempo destinado para a resolucao foi de até 30 minutos. Como
resultado dessa aplicacao, foram obtidas 153 producdes escritas, entre
as quais 27 se referem ao Problema Resolvido 1; 28 ao Problema Resolvido
2; 27 ao Problema Resolvido 3; 26 ao Problema Resolvido 4; 22 ao Problema
Resolvido 5; e 23 ao Problema Resolvido 6. As producdes foram identificadas
por trés nimeros separados por pontos — o primeiro refere-se ao nimero
do problema, o segundo a série/ano e o terceiro ao aluno.

Uma suspeita que tinhamos era a de que os seis problemas resolvidos
estariam mais préximos e familiares das maneiras de lidar dos alunos
e que, com isso, suas resolugdes estariam mais proximas das consideradas
corretas. Entretanto, como veremos, sdo multiplas e diversas as maneiras
de os alunos lidarem com esses seis problemas resolvidos, que, para noés,
deste momento em diante, se caracterizam como seis novos problemas
propostos.

Nosso primeiro conjunto de produgdes contém 27 resolucoes de alunos
que resolveram o Problema Resolvido 1 (PR1). Este problema oferece
acessibilidade, ou seja, a possibilidade de os alunos elaborarem estratégias
de resolugao, pois seu enunciado estd escrito em uma linguagem familiar
aos alunos. Ele também oferece elasticidade, aspecto ligado a possibilidade
de o aluno elaborar diferentes e diversas estratégias de resolucdo (Heuvel-
Panhuizen, 2005). Constatamos esse fato em nossas produgées, pois tivemos
cinco diferentes estratégias de resolugao.

Ao analisarmos o enunciado desse problema, vemos certas
peculiaridades na linguagem e em seu contexto. Uma primeira esta no fato
de o encanador B cobrar mais barato pelo valor fixo (R$24,00) do que pelo
valor em horas de trabalho (R$36,00). Em relagao a pergunta do problema
(“Em qual das opgdes o encanador A é mais barato?”), outra peculiaridade
é que ela pode encaminhar os alunos a levarem em consideracao apenas
as informagoes da primeira frase do enunciado, que estao relacionadas
ao encanador A, e desconsiderar as informac6es sobre o modo como

o encanador B cobra pelo seu servigo. Outro ponto que destacamos é que,
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independentemente da quantidade de horas que os encanadores gastassem
para executar o servico, o consumidor poderia escolher entre um valor
fixo de R$60,00 ou R$18,00 por hora de trabalho, em relagdo ao encanador
A, ou entre um valor fixo de R$24,00 ou R$36,00 por hora de trabalho,
em relacdo ao encanador B. Nao é explicitado, no enunciado, se o encanador
(A ou B) deve ser cobrado pelo nimero de horas se este demorar mais
de uma hora para executar o servico.

Em uma producao escrita, o aluno elabora sua estratégia retirando
as informacgbes do enunciado, que mostra as opcoes de custo de servico
tanto do encanador A quanto do B. Depois, ele exemplifica a cobranca
do servico por horas dos dois encanadores e apresenta a seguinte resposta:
"0 encanador A é mais barato cobrando por hora”.

J& em outra producdo escrita, o aluno apresenta uma adicdo que
representa o preco do servico tomando o valor fixo e o preco em horas.
Subtrai 60 de 78, representando essa adigao de maneira invertida. Por fim,
apresenta uma resposta, na qual o encanador A é mais barato na opgao
em que cobra por horas.

Em cinco producées, os alunos afirmam que a opcao preco fixo
do encanador A é mais barato. Na Figura 1, o aluno exemplifica algumas
horas de servigo para o encanador A e afirma que é mais barato pagar

o valor fixo.

A'OWWbMLAm@M% e e
Wm%,&d«@@m&ﬁ ‘ OO

Figura 1 — Produgéo 1.9.10

Fonte: Dados da pesquisa.

Acreditamos que sua maneira de lidar com o problema é aquela
em que, nao sabendo quanto tempo o servico do encanador A pode demorar,
é melhor pagar o valor fixo. Aparentemente, a resolucao desse aluno focou
nas opcoes de custo dos servigcos do encanador A. Fazemos essa leitura
porque o aluno apresenta algumas adigdes com o nimero 18, uma maneira
de estimar quanto gastaria pela hora de trabalho do encanador A.

Em trés produgdes escritas, os alunos apresentam respostas em que
o encanador B é mais barato. Em uma delas, o aluno apresenta duas adigoes
e uma resposta, acreditando que deve somar o valor fixo com o valor
por hora dos dois encanadores. Dois alunos (ex.: Figura 2) apresentam
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suas respostas afirmando que os encanadores A e B serao mais baratos
dependendo do nimero de horas trabalhadas. Esses alunos entendem
a pergunta do problema para o encanador B, considerando que ela se referia

apenas ao encanador A.
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Figura 2 — Producéo Escrita 1.3.83

Fonte: Dados da pesquisa.

Em cinco produgdes escritas, os alunos apresentam uma adicao
ou expressao que indica o valor do trabalho dos encanadores, que envolve
a adicao do valor do tempo fixo e do preco cobrado por hora. E interessante
notar esse procedimento, pois esse problema foi elaborado a partir
das resolucdes dos alunos para o problema proposto por Dalto (2007),
que focavam nas estratégias e nos procedimentos, ou o valor fixo cobrado
pelos encanadores ou o valor variavel. Esse aspecto destaca a multiplicidade
de maneiras de lidar dos alunos diante de um enunciado de um problema
aberto de matematica, bem como a auséncia de uma linha de progresso
que os alunos sigam para resolver problemas mais ou menos sofisticados.

Nosso segundo conjunto de produgdes contém 28 resolucoes
de alunos para o Problema Resolvido 2 (PR2). O enunciado desse problema
apresenta certas peculiaridades em suas informacgées. Na primeira frase,
temos dois modos de pagamento para o servico de um encanador A;
na segunda, outros dois modos para o encanador B. Entretanto, a pergunta
volta-se, exclusivamente, para as opcoes do encanador A. Desse modo,
nao ha necessidade de as informacdes dos modos de pagamento do
encanador B estarem no enunciado do problema. Vale ressaltar que esse
problema foi elaborado em Dalto (2007, p. 42-43) levando em consideracao
que os alunos podem ter entendido que o custo de um servico de uma hora seria
obtido por meio da adicao do preco fixo com o preco cobrado por uma hora
de trabalho. Para servi¢gos com mais de uma hora de duragao, os encanadores
cobrariam somente o preco por hora.

Onze alunos resolveram o problema da maneira considerada correta.
Em todas essas resolugoes, eles utilizam informagoes do encanador B,

como vemos na Figura 3.
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Figura 3 — Produgéo Escrita 2.9.29

Fonte: Dados da pesquisa.

Em nossa leitura, acreditamos que, mesmo os alunos compreendendo
que a pergunta do problema se refere ao encanador A, eles elaboram sua
estratégia levando em consideracao a possibilidade de que uma das opgoes
de pagamento do encanador B possa ser a mais barata.

Na producao 2.3.91 (Figura 4), temos uma resolucao na ordem
de apresentacao das informacoes no enunciado.

A G)
1h - R$60,00 + R$ 28,00 1n - R$avco + RS 36,00
Moun e 1k - R$ 18,00 pon H s de 4.0 - R$36, 00 ot
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Figura 4 — Producgéo Escrita 2.3.91

Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno escreve em sua resolucao as opcdes de pagamento
do encanador A, de maneira sintética em relagdo a apresentada
no enunciado. Depois escreve, da mesma maneira, as op¢oes de pagamento
do encanador B. Em seu processo de resolucao, ele retira do enunciado
do problema as informacgdes que julga importantes para elaborar
sua estratégia de resolucdo. Em um possivel segundo momento, ele faz
uma adigdo e apresenta como resposta: "R$ 78,00 por h”.

Acreditamos que, a partir desse resultado, ele sabe que a segunda
opcao do encanador A é a mais barata, pois em um servigo de duas
horas, por exemplo, o valor cobrado seria de R$ 36,00. Normalmente,
os dados numéricos de um problema em matematica sdo lidos pelos
alunos como algo que deve ser utilizado na resolucao. Esse fato explicita
um empobrecimento do trabalho com os problemas na aula de matematica,
que, geralmente, sao explorados apenas com uma resolucao, sendo sempre
a correta. Os processos de discussGes matematicas por meio dos enunciados
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dos problemas abertos e de resolucoes de alunos precisam ser elaborados
pelos professores na tentativa de evidenciar diferentes leituras que se pode
fazer de um mesmo enunciado.

Em duas producoes, as respostas dos alunos fazem uma comparacao
com as op¢oes de pagamento do encanador B. Um dos alunos calcula o valor
da primeira hora para os dois encanadores e apresenta uma resposta que
indica a segunda op¢ao de pagamento do encanador A como mais barata,
explicitando esse fato em relacao ao valor fixo do encanador B.

Acreditamos que esses alunos produzem significados para a pergunta
do problema na diregao de comparar as opcoes de pagamento do encanador
A com as opgoes do encanador B. Mesmo considerando sua resposta correta,
possivelmente o problema que ele resolveu é diferente do problema que
os outros alunos, apresentados anteriormente, resolveram.

O terceiro conjunto de produgdes contém 27 resolugdes de alunos que
resolveram o Problema Resolvido 3 (PR3). Em nove producgbes, os alunos
apresentam uma resolucao em que a hora de trabalho do encanador A
é mais barata que a do encanador B em R$18,00. Eles adicionam o valor
fixo de cada um ao valor de cada hora de trabalho e fazem a subtracao
60-78, resultando em 18.

Acreditamos que esses alunos fazem suas leituras da expressao
“quantos reais a hora do encanador A é mais barata que a do B” produzindo
significado na diregdo de englobar todos os elementos que constituem
o valor dos servicos dos dois encanadores. Como um valor de um servico
nao pode ser negativo, eles consideram o valor positivo da subtragao 60-78.

Na producéao escrita 3.3.115 (Figura 5), o aluno responde ao problema
explicitando a diferenca de preco entre os servigos dos encanadores,
fato que evidencia uma coeréncia entre sua estratégia de resolugdo
e sua resposta, em face da pergunta posta pelo problema.
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Figura 5 — Produgéo Escrita 3.3.115

Fonte: Dados da pesquisa.
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Em outra produgéo escrita, o aluno inverte a resposta em relagao aos
encanadores e enfatiza que o encanador B é mais barato que o encanador A.

Essas duas producgdes ressaltam as sutilezas e as singularidades
dos modos de os alunos lerem o problema e elaborarem uma estratégia
com uma légica particular. Nessas resolugées, os alunos tém clareza de que
suas maneiras de lidar estao corretas e de que eles acertaram a resposta.
Por outro lado, essas producdes evidenciam que ha multiplos modos
de resolugdes dos alunos e que, de fato, o enunciado de um problema aberto,
que envolve relacdes com o dia a dia, potencializa diferentes resolucoes.

Em outras sete produgoes, os alunos apresentam uma resolugao
em que subtraem os valores referentes as horas de trabalho dos
encanadores (36-18) e apresentam como resposta que a hora do encanador
A é R$18,00 mais barata que a do encanador B.

Em trés dessas producgdes, os alunos organizam suas resolugoes
explicitando o modo como os encanadores cobram pelos seus servicos,
tanto em relacao ao valor fixo quanto em relacdo a quantidade de horas.
Acreditamos que eles fazem dessa maneira porque (re)escrevem o problema
de maneira mais sintética, relacionando as informacgées para elaborarem
suas resolugoes.

O quarto conjunto de produgdes contém 26 resolugdes de alunos
que resolveram o Problema Resolvido 4 (PR4). Em 12 producdes, os alunos
apresentam uma resposta que indica o encanador B como o mais barato.
Ha uma diversidade de justificativas que sao apresentadas pelos alunos, fato
que nos mostra a diversidade de problemas resolvidos que eles elaboraram
a partir desse problema proposto.

Em sete dessas producées, os alunos elaboram uma expressao
que mostra o valor fixo cobrado e o valor da hora de trabalho do encanador
A e B. Nessas estratégias, os alunos consideram o valor fixo do preco
dos encanadores na realizagao do servico, mesmo que o problema 4
questione apenas em relacao ao valor de t mais barato. Em uma producao
escrita, o aluno realiza duas adi¢oes, sendo uma relacionada ao encanador
A (60+18) e outra ao encanador B (24+36), e apresenta uma resposta
afirmando que o encanador B é mais barato.

Em outras cinco producbes, os alunos afirmam que o valor de t
do encanador B é o mais barato, porém evidenciam algumas condi¢des em
relacdo ao encanador A. Na producao 4.3.127 (Figura 6), por exemplo,
o aluno elabora sua estratégia esbocando duas expressdes para
a cobranca, uma do encanador A e outra do encanador B, respectivamente,
e depois salienta que mesmo que o valor de t cobrado em B seja mais caro
que o de A, o todo ainda sai mais barato, pois B possui o valor fixo

mais barato.
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Figura 6 — Produgéao Escrita 4.3.127

Fonte: Dados da pesquisa.

As leituras dessas produgdes evidenciam que, mesmo que a pergunta
do problema indique que os alunos devem focar no valor de t, ou seja,
o valor variavel (“sendo t o valor cobrado por hora de trabalho, qual valor
de t é mais barato?”), grande parte deles elabora suas estratégias levando
em consideracgao a ideia de que um encanador cobra um preco fixo mais um
preco variavel para a realizagao do servico. Acreditamos que a disposicao
no enunciado das duas primeiras frases do problema indica esse modo
de os alunos resolvé-lo. Outro questionamento dos alunos segue na direcao:
“se no problema tem esses dados (nimeros) é porque precisamos utilizar”.

Em uma produgéo, o aluno calcula 60+18=78 e 24+36=60. Inicia
sua resposta afirmando que “o t mais barato é do encanador A. Porém,
o valor total do seu trabalho é 78, sendo entdo mais caro e do encanador B
mais barato ao total do seu trabalho”.

Em oito producdes, os alunos apresentam uma resposta que indica
o valor de t (18) do encanador A como o mais barato. E interessante notar
que em todas essas produgdes os alunos elaboram uma estratégia na qual
ha expressdes que envolvem o valor fixo e variavel de cada encanador
e alguma operacao, ou para a primeira ou para a segunda hora de trabalho.
Mais uma vez, mesmo quando os alunos acertam o problema, eles mobilizam
uma estratégia que envolve todos os dados do enunciado.

O quinto conjunto de producdes contém 22 provas de alunos que
resolveram o Problema Resolvido 5 (PR5). Nessas provas, evidenciamos
basicamente quatro formas de resolugcdao. Em duas provas, os alunos
calculam o valor do servigo dos encanadores para t=2 horas e apresentam
resposta como “em duas horas o A se iguala ao B”. Em outra prova, o aluno
responde: como o encanador A cobra por hora R$ 18,00 e o encanador B
cobra R$ 36,00, entao, o encanador A sempre sera mais barato que o B,
sendo uma hora ou mais.

Em sete provas, hd uma segunda forma de resolucdo na qual

os alunos calculam o valor do servigo dos encanadores para o periodo
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de uma hora de trabalho e apresentam respostas do tipo: “fica mais barato
para [o encanador] B”. Em outra prova, o aluno subtrai 18 de 36 e efetua
a divisao de 36 por 18, e responde: “A fica 1 hora mais barato que o B”,
0 que seria uma resolucao correta para o Problema Resolvido 3.

Em outras nove provas, os alunos apresentam algum valor de t para
o qual o custo do encanador A seja menor que o custo do B. Em oito
delas, os alunos calculam os servicos dos encanadores para t=1, t=2
e t=3, percebendo que, para esse ultimo valor de t, o custo do encanador A
ja é menor. Em outra prova (Figura 7), o aluno calcula o custo
dos servigos dos encanadores para t=8 horas e responde: "o encanador A

fica mais em conta. Mas vai depender do servico do profissional”.
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Figura 7 — Producéo Escrita 5.3.88

Fonte: Dados da pesquisa.

O sexto conjunto de provas contém 23 produgdes escritas de alunos
que resolveram o Problema Resolvido 6 (PR6). Em seis produgoes,
os alunos apresentam uma resolucao considerada correta para o problema,
entre as quais em cinco eles testam os precos cobrados pelos encanadores
para uma, duas e trés horas e concluem que o encanador A é mais barato
para valores maiores que 2 horas. Em uma producgéo, o aluno apresenta
apenas a resposta “sado necessarias 3 horas para o encanador A fique mais
barato que o encanador B”.

Em outras duas produgées, os alunos respondem que a diferenca
é de duas horas. Na producao 6.3.87 (Figura 8), a aluna calcula o valor
para uma hora, afirma que a diferenca entre eles é de R$18,00 e responde:
“para ele ficar mais barato a diferenca é de 2 horas”.
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Figura 8 — Produgéao Escrita 6.3.87

Fonte: Dados da pesquisa.
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E plausivel realizarmos duas leituras dessa producdo em relagao
a essa diferenca de valores que o aluno explicita. Pode ser a diferenca entre
36 e 18, referente ao preco cobrado por hora dos encanadores, ou pode ser
a diferenca entre 78 e 60, referente ao total dos valores dos encanadores
para a primeira hora. Acreditamos que essa diferenca é em relacdo ao valor
pago por hora de cada um dos encanadores e que esse aluno foca sua atencao
para esse aspecto, o valor total cobrado por hora. Dessa maneira, ele afirma
que, para o encanador A ficar mais barato, a diferenca é de duas horas.

Em outras duas producoes os alunos resolvem esse problema utilizando
uma linguagem de taxa de variacao, ou seja, "o delta de alguma coisa”.
Em uma destas produgoes, o aluno explicita uma organizacao mais sintética
das ideias do problema, que descreve o modo de cobranca de cada um
dos encanadores. Depois divide 36 por 2 e apresenta 18 como resposta.

Acreditamos que, em resolugdes como essas, os alunos, ao lerem
a parte do enunciado: “sendo t o tempo, medido em horas, quantas horas
serdo necessarias [...]”, estabelecem alguma relagao plausivel com a ideia
de taxa de variagao.

Nas outras 13 produgoes escritas, os alunos apresentam resolugoes
muito particulares, resolvendo outro problema que elaboram em seus
processos de resolucdes do Problema Resolvido 6. Na producao 6.9.64
(Figura 9), por exemplo, o aluno encontra os valores cobrados pelos
encanadores para a primeira hora e depois divide 78 por 60. Por conseguinte,
responde em sua produgao:
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Figura 9 — Produgéo Escrita 6.9.64

Fonte: Dados da pesquisa.

A divisao que este aluno faz de 78 por 60 nos intriga ao tentarmos
construir alguma leitura. Acreditamos que ele elabora sua resolucao
tentando ver quantas vezes o preco do encanador A é mais caro que
o do encanador B, dividindo o valor cobrado na primeira hora de ambos.
Dessa maneira, ele afirma que o encanador A precisa diminuir o valor em
1,30 de seu servigo. Nao temos condicoes de afirmar qual é a natureza
do resultado desta divisao.

Em outra producao escrita, o aluno calcula o valor da primeira hora
de servigo de ambos os encanadores. Logo, ele se coloca em sua resolugao
ao supor que o encanador B levou duas horas e o encanador A levou uma
hora. Disso, ele conclui que "o encanador A tem que trabalhar uma hora

a menos que o encanador B, para que seu servico fique mais barato”.
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E interessante notar que nessa resolucao o aluno apresenta uma
resposta que depende da diferenca de horas trabalhadas entre o encanador
A e o encanador B. Em nossa leitura, esse aluno mostra que o encanador A
fica mais barato dependendo de quantas horas trabalha a menos em relacao
ao encanador B, sendo, neste caso, uma hora.

Considerando que tivemos apenas uma producao totalmente
em branco das 153 totais, os alunos constroem, de maneira geral, algum
tipo de resolucao para o enunciado desse problema. Esse fato nos indica
que este problema oferece acessibilidade e elasticidade para os alunos

(Heuvel-Panhuizen, 2005), assim como o Problema Resolvido 1.

Das singularidades para uma multiplicidade: algumas consideragoes

Um ponto de destaque acerca das producoes escritas dos alunos foi
a variedade de estratégias de resolucdes que eles apresentaram. Elas sdo
muitos singulares, ou seja, sdo elaboradas por modos idiossincréticos
de os alunos lerem o enunciado do problema, implementarem uma
maneira de lidar com ele e construirem um processo de resolugdo. Diante
dessas singularidades, tivemos uma multiplicidade de resolucoées, diversos
e diferentes modos da resolugdo dos problemas. Tentamos ao méximo nao
analisar as produgdes escritas de maneira homogénea. Isso ocorreu apenas
quando a leitura de duas ou mais produgdes foram muito parecidas.

Outro ponto de destaque é que havia a suspeita de que os enunciados
dos seis problemas estariam mais préximos das resolucdes consideradas
corretas que os alunos elaborariam. Porém, nossa analise indica que,
de cada um dos seis problemas que apresentamos aos alunos (os seis novos
problemas propostos), poderiamos construir outros seis ou mais problemas
resolvidos. Acreditamos que as resolucdes dos alunos nao convergem para
algum ponto em comum, mas se diferenciam.

Esses dois pontos de destaque nos levam a refletir sobre
um encaminhamento para a formacao e a atuacao dos professores
de matematica, visto que, quando eles estao diante de seus alunos, precisam
“tomar decisdes e realizar agdes em relacdo a educagdo matematica
que ofertam para eles” (Lins, 2006, p. 4, traducao nossa). Por mais
que os professores queiram antecipar as maneiras de lidar de seus
alunos diante dos problemas que resolvem, é pouco provavel que
eles consigam enquadra-las em algum modo especifico de resolugao.
Nosso encaminhamento, entdo, é de que essas discussdes a respeito
das maneiras como os alunos lidam com problemas matematicos
podem oferecer repertérios para os professores ampliarem e refinarem
as leituras que fazem de seus alunos em sala de aula. Nao uma leitura
na qual as resolugdes dos alunos se enquadrem em alguma forma

de resolucao pré-estabelecida pelos professores, mas sim uma leitura
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que busque entender a singularidade de cada aluno, em seus processos
de resolugdes de problemas. Essa leitura se apresenta em tentativas
de olhar para os alunos pelos olhos do presente, que se abrem para
0 novo e para o imprevisto, e nao pelos olhos da meméria, que muitas vezes
se fecham e se enquadram em preconceitos.

Acreditamos que caracterizar as producoes escritas dos alunos como
residuos de enunciacdes (Lins, 2012) oferece uma possibilidade diferenciada
para os pesquisadores que analisam produgodes escritas. Diferenciada,
pois amplia as condicoes de realizarmos leituras dos modos de resolucao
dos alunos, visto que elas sempre sdo momentaneas e provisorias,
cheias de incertezas e plausibilidades. Também oferece a oportunidade
de nado caracterizarmos nossos alunos pela falta, pontuando o que eles
nao fizeram ou aquilo que deveriam ter feito. Esse modo de olhar para
a producao escrita suscita uma caracterizacao para a comunidade, visto
que, em muitos trabalhos, os pesquisadores tomam a producao escrita
como algo naturalizado, por exemplo, como aquilo que o aluno fez, aquilo
que esté escrito no papel.

Acreditamos que a atividade matematica dos alunos, em suas
maneiras de lidar com os problemas, acontece em processos singulares
e circunstanciais de construcao, que frequentemente sao pouco observados
em detalhes pelos professores. Nossa intencéo é oferecer um detalhamento
provisério, mas que indica movimentos de leituras das multiplicidades

das resolugodes dos alunos em suas singularidades.
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