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Resumo: A Combinatéria é formalizada e trabalhada com maior énfase no Ensino
Médio, porém hé necessidade em discutir ideias relacionadas a ela desde a Educagéo
Infantil, uma vez que as criancas possuem noc¢des intuitivas referentes a situacdes
combinatérias, sdo capazes de compreender relagbes basicas e podem desenvolver
procedimentos adequados a solucdo de problemas desta natureza no seu cotidiano.
Assim, ressalta-se a importancia que sua abordagem seja feita gradativamente de
modo a torna-la mais compreensiva e prazerosa, utilizando diversas ferramentas para
trabalhar com os alunos. Diante disso, o presente artigo tem por objetivo apresentar
algumas situacdes de ensino para abordagem da Combinatéria no 6° ano do Ensino
Fundamental. Apresentamos e discutimos problemas combinatorios, utilizando
diferentes recursos, a fim de contribuir para elaboracéo de estratégias de resolucéo
com esse publico e para o desenvolvimento do raciocinio combinatério.

Palavras-chave: Combinatoria. Permutacdo. Combinag¢do. Arranjo. Produto
Cartesiano.

Tasks for the development of combinatorial reasoning in 6th grade
Middle School: a proposal

Abstract: Combinatorics is formalized and worked in class with greater emphasis in
High School, but there is a need to discuss the ideas related to Combinatorics since
Kindergarten. Considering that children have intuitive notions regarding combinatory
situations, they are able at this stage to understand basic connections, developing
suitable procedures for solve problems of this nature in their daily lives. Consequently,
it is important to consider a gradual approach in order to make this matter more
comprehensive and enjoyable, using different tools to work with students. This article
aiming to present some teaching situations to approach Combinatorics in 6" grade
Elementary School. We present and discuss combinatorial problems, using different
resources, in order to contribute to the elaboration of resolution strategies with these
subjects and to the development of combinatorial reasoning.

Keywords: Combinatorics. Middle School. Permutation. Combination. Arrangement.
Cartesian Product.

Tareas para el desarrollo del razonamiento combinatorio en
estudiantes del 6° grado de la Ensefianza Fundamental: una
propuesta

Resumen: La combinatoria se formaliza y se trabaja con mayor énfasis en la escuela
secundaria, pero existe la necesidad de discutir ideas relacionadas con la
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combinatoria desde el jardin de infancia, ya que los nifios tienen nociones intuitivas
sobre situaciones combinatorias, son capaces de comprender relaciones basicas y
pueden desarrollar procedimientos adecuados para solucionar problemas de esta
naturaleza en su vida diaria. Por eso, es importante que su abordaje se haga de forma
paulatina para que sea mas completo y ameno, utilizando distintas herramientas para
trabajar con los alumnos. Por lo tanto, este articulo tiene el objetivo de presentar
algunas situaciones de ensefianza para el abordaje de Combinatoria en el 6° afio de
la primaria. Presentamos y discutimos problemas combinatorios, utilizando diferentes
recursos, para contribuir a la elaboracion de estrategias de resolucidén con este publico
y al desarrollo del razonamiento combinatorio.

Palabras clave: Combinatoria. Permutacion. Combinacion. Variacion. Producto
Cartesiano.

1 Introducéao

As origens da Combinatéria sdo remotas, e seu desenvolvimento ocorreu ao
longo dos anos. Segundo Souza (2010), o processo de contagem ocorreu devido a
necessidade de controlar a quantidade de coisas que o homem possuia. Eles
contavam uma a uma utilizando pedras e nés em cordas, mas quando esse numero
excedia 0s recursos possiveis que utilizavam para contar, alguns problemas do seu
dia a dia ndo eram solucionados, surgindo a necessidade de outro método de
contagem: posteriormente aparece a no¢do de agrupamentos de objetos de um

conjunto, ndo sendo assim preciso conta-los um a um.

Cardoso e Guirado (2007) comentam que, ao longo do tempo, a Combinatéria
se originou também no estudo dos jogos de azar, sofreu intensas mudancas. Hoje
seus métodos sao aplicados em diversas areas, como no calculo de probabilidades,
em problemas de transporte, de confeccdo de horarios, de elaboracdo de planos de

producédo, de economia, de l4gica e outros.

Ao trabalhar com esse conteido em sala de aula, o professor pode observar
gue a progressdo do desenvolvimento do raciocinio combinatério se baseia na
compreensao de diversidades de situagfes, na utilizacdo de diferentes estratégias e
na complexidade das situacdes-problema propostas. Lockwood, Wasserman e
Tillema (2020) afirmam que, desde o inicio da década de 1970, pesquisadores

defendem a insergdo da combinatodria no curriculo da educacgao basica.

Aspectos sobre como trabalhar combinatéria e o que apresentam o0s
documentos curriculares permeiam a pratica docente. Diante disso, 0 presente texto
tem por objetivo apresentar algumas situacbes de ensino para abordagem da

Combinatoria no 6° ano do Ensino Fundamental.
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A escolha do 6° ano do Ensino Fundamental se deu por ser o primeiro dos anos
finais do Ensino Fundamental. Além disso, a especificacdo desse ano e nivel de
escolarizagdo fundamenta-se nas discussdes dos documentos curriculares oficiais a
Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018) e os Parametros
Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1998) que orientam a abordagem da
Combinatoria ao longo da Educagéo Basica.

2 Elaboracao de tarefas para o ensino e a aprendizagem de Matemética

Compreendemos que a proposta, a escolha, a adaptacdo e a elaboracédo de
atividades, situacGes-problemas e tarefas para o processo de ensino e aprendizagem
de Matematica perpassam 0s conhecimentos e as competéncias do professor em seu
oficio (STEIN, GROVER e HENNINGSEN, 1996, PERRENOUD, 2000; BALL e
FORZANI, 2010; CIRINO e JESUS, 2014).

Perrenoud (2000), ao indicar as competéncias para ensinar de um professor—
discute sobre o papel das situagdes-problemas como subsidio para progressao de
aprendizagens, refletindo sobre a dupla competéncia do professor na administracéo
dessas situacoes. Para esse autor, o professor, imbuido nessa competéncia, “investe
na concepc¢ao e, portanto, na antecipac¢ao, no ajuste das situacdes-problemas ao nivel
e as possibilidades dos alunos; manifesta-se também ao vivo, em tempo real, para

guiar uma improvisacao didatica e acdes de regulagao” (PERRENOUD, 2000, p.45).

Dessa forma, além de pensar nos aspectos relativos aos conceitos
matematicos envolvidos, ao elaborar uma tarefa, o professor necessita prever, ou ao
menos, idealizar como a proposta vai interagir com os estudantes. Ball e Forzani
(2010) indicam que professores de Matematica se utilizam de um conhecimento
especifico que permite identificar as dificuldades no entendimento do aluno e propor

situacdes para auxilia-lo na compreensao de novos conceitos.

Cirino e Jesus (2014) destacam o papel das tarefas no processo de ensino e
aprendizagem de Matematica, ja que séo atividades mais frequentes em sala de aula.
De acordo com essas autoras, “Refletir a respeito das tarefas que propde aos alunos
pode ser uma forma de o professor ficar atento aos processos de ensino e de
aprendizagem e avaliar o impacto que suas decisdes tém sobre estes processos.”
(CIRINO; JESUS, 2014, p.752).

Stein, Grover e Henningsen (1996, p.459) acrescentam que “as tarefas
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matematicas com as quais os alunos se envolvem determinam ndo apenas 0 que
aprendem, mas também como pensam, desenvolvem, usam e d&o sentido a
matematica”. As autoras esclarecem que tarefas matematicas podem possuir
demandas cognitivas que inserem os estudantes em atividades matematicas as quais
podem exigir interpretacdo, possibilitar variadas estratégias de solucédo, mdultiplas
representacdes e, ainda, proporcionar aos alunos que explicitem justificativas dos
procedimentos adotados.

Jesus, Cirino e Oliveira (2018) fizeram a proposta de um processo formativo
para trés professoras dos anos finais do Ensino Fundamental para averiguar como
elas compreenderam tarefas cognitivamente desafiadoras e propuseram a utilizacéo
dessas tarefas nas aulas. Tais autoras salientam o papel do professor na abordagem
dessas tarefas desafiadoras em sala de aula, indicando algumas habilidades

necessarias para essa implementacao:

aceitar/valorizar e compreender as diferentes estratégias utilizadas pelos
alunos; aceitar/reconhecer que o aluno pode lidar com tarefas de elevada
demanda cognitiva; valorizar o0 processo e ndo somente as respostas
corretas; solicitar e incentivar que os alunos apresentem justificativas para
suas resolugdes e partilhem suas ideias; apoiar 0 pensamento matematico
do aluno; utilizar as ideias dos alunos para sustentar as discussdes e o
processo de sistematizacdo das ideias matematicas; construir relacdo de
confianga na capacidade de os alunos se envolverem nesse tipo de tarefa;
considerar o nivel de escolaridade, a idade e os conhecimentos prévios dos
alunos na escolha da tarefa, e trabalhar com as insegurancas dos alunos
(JESUS, CIRINO e OLIVEIRA, 2018, p. 42).

O processo de implementacdo dessas tarefas em sala de aula exige do
professor adaptacdo ou elaboragéo. O professor deve priorizar tarefas desafiadoras
gue permitam ao aluno construir suas proprias estratégias, explicar suas estratégias,
justificar seu pensamento e nado explicitar um modo de como resolvé-las (JESUS,
CIRINO e OLIVEIRA, 2018).

O padrao profissional para o ensino de matematica publicado pelo National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1991, p.24) afirma que ¢é
"responsabilidade central dos professores selecionar e desenvolver tarefas e
materiais valiosos que criam oportunidades para os alunos desenvolverem

entendimentos matematicos, competéncias, interesses e disposicoes”.

Soma-se ao exposto por essas pesquisas, a Base Nacional Comum Curricular
— BNCC (BRASIL, 2017) que orienta para os anos finais do Ensino Fundamental
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situacdes que promovam o estabelecimento de relacdes ndo sé entre matematica e o
cotidiano, mas também relacées com outros conceitos mateméaticos, ou mesmo, com
outras areas. Para além dessas situac6es, o documento destaca ainda a necessidade
de promover comunicacdo de ideias matematicas usando diferentes linguagens

simbdlicas, variadas representacdes, possibilitando inclusive a argumentacéo.

Outro aspecto evidenciado na BNCC é a promoc¢ao da habilidade de alunos
para a elaboracao de problemas, proporcionando a reflexdo sobre os enunciados dos
problemas, e sobre alteracdes sofridas caso alguma condi¢do seja ou ndo verificada,
ou informacdes sejam acrescentadas ou retiradas de uma situagao proposta. Segundo
a BNCC, para auxiliar na abstracdo necesséria para compreensdo de objetos
matematicos, “é importante que os alunos reelaborem os problemas propostos apés
os terem resolvido” (BRASIL, 2017, p. 299). Consoante o exposto, defende-se o papel
da elaboracao de tarefas na formacdo de professores, ainda, na Educacao Basica,
propiciando a reflexdo sobre diferentes aspectos que permeiam contetdos

matematicos especificos.

3 Combinatéria

A Combinatéria estuda técnicas de contagem direta e implicita de
agrupamentos possiveis, a partir de elementos que satisfacam a determinadas
condi¢cdes (BORBA, ROCHA e AZEVEDO, 2015). Para Schmidt e Mariani (2017) a
escolha de estratégias para resolucdo de problemas combinatérios esta vinculada,
entre outros, a fatores como o modelo ao qual pertence o problema. Segundo Morgado
et al (1991), a Combinatdria € a parte da Matematica que analisa estruturas e relacdes
discretas, a qual apresenta dois tipos de problemas que ocorrem com mais frequéncia

em seu estudo. Sao eles:

1) Demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto
finito dado e que satisfazem certas condicdes;

2) Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito e que
satisfazem condi¢des dadas (MORGADO et al, 1991, p. 2).

Os PCN (BRASIL, 1997) orientam sobre o ensino de combinatéria nos anos
iniciais que os estudantes estejam em contato com situagées que envolvam arranjos,
combinacdes e permutacdes e, especialmente, o uso do principio fundamental de
contagem. Na mesma direcdo, a BNCC (BRASIL, 2017) enfatiza que os problemas de

contagem envolvendo o raciocinio combinatério estejam presentes desde os anos
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iniciais do Ensino Fundamental.

A BNCC complementa, ainda, em suas habilidades, a importancia e o objetivo
ao se trabalhar com o ensino da Combinatéria, das quais destacamos:

(EFO4MAOQ8) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel,
problemas simples de contagem, como a determinagdo do nimero de
agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma cole¢éo com
todos os elementos de outra, utilizando estratégias e formas de registro
pessoais (BRASIL, 2017, p. 291).

(EFOBMAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolugéo
envolva a aplica¢éo do principio multiplicativo (BRASIL, 2017, p. 313).

As habilidades mencionadas, apesar de nao incluirem no 6° ano a discussao
de Combinatodria, vdo de encontro ao objetivo da pesquisa aqui apresentada, pois ao
abordar problemas combinatérios no Ensino Fundamental, pretende-se desenvolver,
desde cedo, o raciocinio combinatorio do aluno, a fim de compreender suas
estratégias e formas de registro pessoais, de modo que ele possa adquirir um método
sistematico e gradativo para a resolucdo dos problemas, visando a uma posterior

formalizacdo no Ensino Médio.

De acordo com Borba (2013), os problemas combinatérios tipicos sdo os de
permutacdo, arranjo, combinacdo e produto cartesiano que, de forma direta ou
indireta, solicitam possiveis agrupamentos que atendem a especificas formas de
escolha e de ordenacgéo de elementos de um ou mais de um conjunto, no qual cada
um apresenta suas caracteristicas proprias e maneiras de organizar o raciocinio
combinatério. A autora apresenta em sua discussdo algumas caracteristicas

relacionadas aos problemas combinatorios.

Segundo Borba (2013), os problemas do tipo produto cartesiano sao
determinados a partir da escolha de elementos dispostos em diferentes conjuntos; nos
problemas de arranjo, os elementos sdo escolhidos a partir de um Unico conjunto, mas
nem todos os elementos séo escolhidos todas as vezes, e a ordem de escolha desses
elementos constitue novas possibilidades; nos problemas de combinagéo, alguns
elementos de um Unico conjunto sdo escolhidos, e a ordem dessa escolha nédo
constitue novas possibilidades. J& nos casos de permutacgdo, que sdo tratados como
casos particulares de arranjo, todos os elementos do conjunto dado séo utilizados.
Para Borba (2013, p. 4), “cognitivamente falando, entretanto, estes s&o tipos de
problemas distintos, pois nos arranjos os elementos ndo sdo todos utilizados na

escolha de cada possibilidade e nas permutacdes todos os elementos séo utilizados
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em cada uma das possibilidades”. Isto esclarece a distingédo entre esses dois tipos de

problema.

O estudo da Combinatédria a partir dos anos iniciais do Ensino Fundamental é
essencial a formacéao do individuo, especificamente no desenvolvimento do raciocinio

combinatorio. Nesse sentido, os PCN orientam que

0 emprego de problemas envolvendo combinatéria leva o aluno, desde cedo,
a desenvolver procedimentos basicos como a organizacao dos dados em
tabelas, gréaficos e diagramas, bem como a classificacéo de eventos segundo
um ou mais critérios, Uteis ndo s6 em Matematica como também em outros
campos, o que refor¢a a argumentagéo dos defensores de seu uso desde as
séries iniciais do ensino fundamental (BRASIL, 1998, p. 52).

Entretanto, por mais que 0s processos de contagem estejam presentes no
nosso cotidiano, a Combinatdria muitas vezes s6 € abordada no Ensino Médio, sendo
um dos principais motivos pelo qual os alunos demostram dificuldade no assunto. Se
0 processo de ensino e aprendizagem de combinatéria ocorrer de maneira continua e
distribuida, pode preparar o aluno para vivenciar os conceitos nos anos posteriores,
exercendo um papel relevante no desenvolvimento da aprendizagem e do raciocinio

matematico.

A BNCC (BRASIL, 2017) defende que o emprego desses problemas deve ser
gradativo, a fim de desenvolver procedimentos basicos, como a organizacdo dos
dados em tabelas, gréficos e diagramas, bem como a classificacdo de eventos
segundo um ou mais critérios, Uteis ndo sé em Matematica, mas também em outros

campos.

No entanto, esse conteudo deve ser ensinado de forma interativa entre o
professor e seus alunos. Aquino (2010) ressalta que se deve destacar as ideias em
comum, reunindo novas formas de pensar e de interagir com as informacdes
propostas, ou seja, o professor deve incentivar o educando a problematizar, a
raciocinar, tendo seu aluno como sujeito ativo e participante do processo de ensino e
aprendizagem. Pensando no processo de ensino e aprendizagem de combinatoéria, a
BNCC estabelece uma ampliagcdo e aprofundamento desta a nocdo associada ao
ensino de Probabilidade e Estatistica:

No Ensino Fundamental — Anos Finais, o estudo deve ser ampliado e
aprofundado, por meio de atividades nas quais os alunos facam experimentos
aleatérios e simulacdes para confrontar os resultados obtidos com a
probabilidade teérica — probabilidade frequentista. A progressdo dos
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conhecimentos se faz pelo aprimoramento da capacidade de enumeracao
dos elementos do espaco amostral, que esta associada, também, aos
problemas de contagem (BRASIL, 2017, p. 274).
A ampliacédo e aprofundamento do processo pode ser erroneamente aplicada.
De modo geral, os alunos costumam identificar formulas para resolver determinado
problema, como consequéncia de talvez néo terem participado de uma sistematizacéo

adequada do conteudo anteriormente.

Nesse contexto, Silva e Pessoa (2015) ressaltam que, se o trabalho com a
Combinatdria ndo acontecer de forma sistematica desde cedo, esse tipo de método
acaba influenciando os alunos a aplicarem os dados nas férmulas e, quando se
depararem com uma diversidade de problemas, ndo apresentardo um bom resultado,
pois ndo conseguirdo diferenciar a forma de resolucédo e o tipo de agrupamento. Os
alunos conseguem desenvolver um raciocinio muito mais criativo e flexivel ao, desde
cedo, compreenderem os diferentes tipos de problemas combinatérios, em vez de

deixarem essa aprendizagem para mais tarde, no Ensino Médio.

Silva e Pessoa (2015) defendem que quanto antes a Combinatoria for
introduzida aos alunos, mais consistente e significativa serd sua compreensédo e
aprendizado. O raciocinio combinatério € muito importante para o raciocinio légico
matematico, além de ter relacdo com outras areas do conhecimento, uma vez que sua
aplicabilidade vai além da teoria e da sala de aula; por isso ha a necessidade de um
trabalho com a temética desde os primeiros anos da Educacédo Basica. Estudos de
Silva e Pessoa (2015) apontam que os alunos, ao se depararem com a formalizac&o
da Combinatéria no Ensino Médio, apresentam dificuldades em situacdes em que
precisam identificar qual tipo de agrupamento utilizar por ndo terem uma base de
problemas combinatérios desde cedo, correndo o risco de serem meros aplicadores

de férmulas.

Segundo Almeida e Ferreira (2008), proporcionar ao aluno situacbes de
discussdes, dando-lhe a oportunidade de expor suas ideais, propor sugestoes,
guestionar e refletir, faz com que ele ndo dé importancia ao fato de errar, e sim ao que
acarretou o erro, além de desenvolver sua autoconfianga para buscar novas

alternativas, ampliando sua autonomia e sua capacidade de argumentacao.

Os PCNs (BRASIL, 1997) destacam que os alunos, ao chegarem a sala de

aula, trazem diferenciadas ferramentas basicas para a aprendizagem matematica, por
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exemplo, classificar, ordenar, quantificar e medir. Tais ferramentas séo desenvolvidas
por meio das experiéncias que vivenciam em seu grupo sociocultural. A BNCC
(BRASIL, 2017) acentua também que, desde os anos iniciais, ndo se pode frear o
entusiasmo e a curiosidade pela aprendizagem tdo comum nessa etapa da
escolaridade, muito menos os conhecimentos prévios dos alunos. Ao abordar a
Combinatoria antes de sistematizar as féormulas, que sdo apresentadas no Ensino
Médio, os alunos desenvolvem o raciocinio combinatério ao longo dos anos de
escolarizacao que, de modo geral, € muito importante para a aprendizagem e para o
entendimento mateméatico, sendo possivel, comesse processo, Vverificar a
compreensao dos alunos, suas facilidades, dificuldades e estratégias para a resolucéo
de problemas de combinatéria.

Rocha (2011, p. 100) salienta o processo de ensino e de aprendizagem de
combinatdria nas diferentes etapas de escolarizacdo “a importancia do trabalho do
professor em selecionar atividades adequadas e as relagdes entre as areas, de forma
gue promovam a aprendizagem do aluno”. Em sua pesquisa em relacdo ao ensino e
aprendizagem de combinatdria, entrevistou professores de anos iniciais, anos finais

do Ensino Fundamental e professores do Ensino Médio.

Nessa pesquisa, Rocha (2011) constatou que professores dos anos finais do
Ensino Fundamental afirmaram que, em aulas de Combinatéria, discutem problemas
gue envolvem contextos relacionados ao cotidiano dos estudantes; focalizam nocdes
relativas ao principio multiplicativo e de possibilidade; fazem uso de materiais
manipulativos (tampinhas, roupas) e, em um dos casos, 0s materiais séo utilizados
com apoio de tabela para registro das possibilidades, além de ampliar gradativamente
0 numero total de possibilidades para justificar a necessidade de procedimentos de

resolucdo ndo enumerativos para problemas combinatorios.

A seguir apresentamos algumas tarefas que usam diferentes recursos para a

exploracéo e producao do conhecimento envolvendo a Combinatoria.

4 Tarefas para o desenvolvimento do Raciocinio Combinatério no 6° ano do

Ensino Fundamental

De acordo com Ponte (2014), uma tarefa é usualmente proposta pelo professor,
mas tem que ser interpretada pelo aluno. Trata-se de uma ferramenta de mediacao

fundamental no ensino e na aprendizagem da Matemaética. O autor afirma, ainda, que
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uma tarefa pode ter ou ndo potencialidades em termos de conceitos e processos

matematicos.

O processo de elaboracéo e de proposicéo de tarefas com base em problemas
combinatorios realizado pelo professor pode contribuir — dentre outros aspectos —
para despertar no aluno o interesse pela criacao de estratégias proprias de resolucao

de modo a desenvolver o raciocinio combinatdrio.

As propostas de tarefas apresentadas nesse artigo tém como finalidade abrir
possibilidades ao professor de introduzir problemas que envolvam combinatoria desde
o Ensino Fundamental. Tal qual entendemos ser possivel — por meio de problemas
de combinatéria — atribuir significados a conteddos matematicos presentes no
cotidiano, além de possibilitar a compreenséo na formalizacao das férmulas nos anos

subsequentes.

Buscamos trazer situagdes que exploram os conteudos e as habilidades
propostas na BNCC (BRASIL, 2017) que visam a abordagem e o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio por meio de diferentes tarefas que versaram sobre problemas

de produto cartesiano, arranjo, permutacao e combinacao.

4.1 A tarefa “Vestindo a boneca”

Julia vai sair com suas amigas e esta decidindo qual roupa ira usar. Dentre as
duas camisetas, duas saias e dois pares de sapatos, quantos looks diferentes Julia

pode montar?

Figura 1: Boneca, roupas e sapatos

¥
il

Para a utilizacdo da situacdo, serd necessario o seguinte material: folhas de

&
‘&%

Fonte: Google imagens

papel com figuras da boneca; figuras das saias, camisetas e sapatos; folha sulfite para

4 Adaptado de Arcanjo (2015)
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registro das combinacdes; tesoura; lapis; e borracha.

Trata-se de uma tarefa sobre produto cartesiano, pois, segundo Borba (2013),
0s problemas desse tipo sédo determinados a partir da escolha de diferentes conjuntos,
ou seja, 0 produto cartesiano revela uma relacdo entre dois conjuntos no qual é
possivel formar um terceiro conjunto a partir de todos os pares que se podem formar

com o primeiro e segundo conjunto.

De acordo com Rocha e Souza (2021, p. 479), os problemas de produto
cartesiano foram os mais enfatizados nas pesquisas brasileiras sobre Combinatoria
nos anos iniciais e na Educacéo Infantil, possuindo “estruturas diferenciadas. como, o
uso de distratores em seus enunciados, produto cartesiano inverso e problemas com
duas ou mais agdes”. Nesse caso especifico, a estrutura do problema cartesiano
utilizou trés conjuntos (camisetas, saias e sapatos) para 0s quais um elemento de
cada conjunto deve ser escolhido para formar as possibilidades, que gera um quarto

conjunto.

Para seu desenvolvimento, os alunos em grupo, receberdo a imagem da
boneca e as respectivas roupas para serem recortadas. Pede-se a eles que facam a
composicdo dos diferentes looks com a manipulacdo do material e, em seguida,
realizem os registros — da maneira que acharem melhor — de cada look que

conseguirem compor.

ApOs os registros, discute-se com 0s grupos os resultados encontrados e as
estratégias que cada grupo utilizou para alcanca-los. No Quadro 1, apresentamos uma
possivel solucdo. Essa estratégia pode ser discutida, uma vez que se apresenta uma
enumeracao das possibilidades de modo sistematizado.

Quadro 1: Numero de possibilidades da tarefa “Vestindo a boneca” com uso de listagem
sistematizada

G T s
D Caieee o BTSN s
C cammen  sap
C Camsen C sem

Camiseta Saia ‘ Sapato
Camiseta ‘ Sapato
Camiseta Saia Sapato
Camiseta Saia Sapato

Fonte: Elaboragéo propria

A ideia de propor um problema de produto cartesiano com namero reduzido de

’
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possibilidades (doze) possibilita o aparecimento de diferentes estratégias de
resolucdo, podendo ser resolvido por &arvore de possibilidades, uso do Principio
Fundamental da Contagem, entre outras. Posteriormente o niumero de possibilidades
pode ser ampliado. A inclusdo de material manipulativo pode, conforme apontam
Rocha e Souza (2021, p.479), possibilitar “uma melhor participacdo dos alunos na

resolucao das questbes”.

Jesus, Cirino e Oliveira (2018) afirmam a importancia de o professor, na
mediacao de resolucdo de problemas, valorizar — dentre outras habilidades, — as
diferentes estratégias dos estudantes, possibilitando a discussdo do raciocinio
matematico envolvido, como também a apresentacdo de justificativas visando a
sistematizacdo da estratégia. Entender, portanto, aspectos estruturais do problema
combinatdrio, bem como a diversidade de estratégias pode ajudar o professor na sua

mediacao.

4.2 A tarefa “Algarismos”

Dados os quadros abaixo, quantos numeros distintos de dois algarismos podem

ser formados com os algarismos 1, 2 e 5?

No Quadro 2, sdo apresentadas fichas de algarismos que podem ser utilizadas

na manipulagéo das tarefas.

Quadro 2: Fichas dos algarismos

1 1 1 1
2 2 2 2
5 5 5 5

Fonte: Elaboracéo propria
Podemos classificar inicialmente a tarefa proposta como Arranjo; segundo
Borba (2013), nesse tipo de problema, os elementos sdo escolhidos a partir de um
anico conjunto, mas, geralmente, a escolha realizada organiza grupos menores: sao
agrupamentos formados com p elementos de um conjunto de n elementos (n>p), nos

quais a ordem de seus elementos faz diferenca.

Se escolhermos dois elementos de um conjunto, podem ser geradas duas
possibilidades diferentes, por causa da ordenacao entre eles. No caso, ao escolher 1
e 2, podemos obter as possibilidades 12 e 21, que sdo diferentes. Para além dessa

discusséo, a repeticdo de elementos possibilita novas opcbes de niumeros, com 0s
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nameros 1 e 2, temos as possibilidades 11 e 22; portanto, esse problema é

classificado como arranjo com repetigéao.

A mediacdo do professor inicia com a organizacdo dos alunos em grupos,
recortando as 24 fichas para compor nimeros distintos de dois algarismos. O objetivo
de apresentar um numero maior de fichas do que é possivel fazer os agrupamentos é
para evitar induzir o aluno a utilizar apenas as pecas disponiveis que garantam as
possibilidades, sem verificar se ha necessidade ou ndo de utilizar mais fichas. Ao
verificar que algumas delas sobraram, os alunos poderdo tentar fazer novas
composicdes e irdo perceber que, provavelmente, essas novas composicoes ja teréo

sido feitas.

Ap6s a manipulagdo do material, discute-se com 0s grupos 0s resultados
encontrados e as estratégias que cada um deles utilizou para alcanca-los. No Quadro
3, apresentamos uma possivel solucdo para o problema, utilizando uma tabela de

dupla entrada.

Quadro 3: Numero de possibilidades da tarefa “Algarismos” em tabela de dupla entrada

1 2 5
1 11 12 15
2 21 22 25
5 51 52 55

Fonte: Elaboragéo propria

Stein, Grover e Henningsen (1996, p.461) afirmam que as demandas cognitivas
da tarefa incluem o raciocinio que implica sua resolucdo e variam desde a
“memorizacao, ao uso de procedimentos e algoritmos [...], ao emprego de estratégias
complexas de pensamento e raciocinio que seriam tipicas de "fazer matematica"”.
Nesse sentido, o raciocinio combinatorio requerido pela tarefa perpassa o
reconhecimento da estrutura do problema de arranjo com repeticdo, dentre as quais
destacamos a escolha, a ordenacdo e a repeticdo dos elementos do conjunto para

formar as dezenas.

A estratégia utilizada de tabela de dupla entrada permite a coordenagéo entre
0s elementos do conjunto para a enumeracao de todas as possibilidades. Caso seja
ampliado gradativamente o numero de elementos do conjunto, podemos conjecturar
a solucdo como um produto n X n, onde nrepresenta a cardinalidade do conjunto

inicial.
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Pode-se, ainda, discutir pequenas mudancas no enunciado da tarefa que
alterem o problema combinatorio proposto. E possivel, por exemplo, transforméa-lo em
um arranjo simples, basta alterar para: Quantos numeros diferentes de dois
algarismos distintos podem ser formados com os algarismos 1, 2 e 5? Na figura 2,

apresentamos o0 numero de possibilidades desse problema.

Figura 2: Numero de possibilidades da tarefa arranjo em arvore de possibilidade

i L i
\5 \5 \2

Fonte: Elaboracéo propria

4.3 A tarefa “Verdes, azuis e vermelhinhas”>

O livro Verdes, azuis e vermelhinhas (DIAS, 2009) conta a historia de Belinha,
uma menina que gosta de visitar o trabalho do papai, principalmente por causa de um
pote cheio de bolas de varias cores (azuis, verdes e vermelhas) que ele guarda em
cima do armario. Ela brinca e se diverte muito sozinha ou com os amigos do papai.
Um dia, ao brincar, o pote de bolinhas tomba, fazendo com que todas se espalhem

pelo chao da sala.

Para o desenvolvimento da tarefa — individualmente — cada aluno recebera
uma folha com a atividade “Azuis, verdes e vermelhinhas” para pintar as bolinhas
como quiserem, considerando as trés cores. Depois de pintadas as bolinhas, os
alunos deverédo pintar as colunas, dispostas na Figura 3, considerando uma coluna

para cada cor e as frequéncias correspondentes.

Figura 3: Modelo para a tarefa “Verdes, azuis e vermelhinhas”

c.oo H = E

O OO ] !

o Yl = |

|

O O O |
N\ O ) O =
Yy 0 O O¢p |
7 © O o B

Fonte: Souza (2013)
Para a exploracéo da estatistica, é interessante que as quantidades de bolas

5 Adaptada de Souza (2013)
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de cada cor sejam diferentes, produzindo, assim, distintas escalas nas colunas.

Com relagdo a combinatéria, pede-se para os alunos quantificarem e
identificarem os diferentes modos que podemos ordenar as colunas utilizando as
cores azul, verde e vermelho das bolinhas, independentemente da quantidade de

bolinhas de cada cor.

A tarefa proposta se caracteriza como Permutacdo, pois, segundo Borba
(2013), os casos de permutacgéo sao tratados como casos particulares de arranjo, em
gue todos os elementos do conjunto dado sdo utilizados e todos os objetos séo

arranjados em ordens diferentes.

Bommel e Palmer (2018) indicam que alguns erros podem ser cometidos por
criancas em problemas de permutacdo com uso de lapis e papel, principalmente em
processos enumerativos, entre eles, as duplicidades de possibilidades e o uso de
registros nao estruturados, impedindo a comparacao entre as possibilidades novas e
as ja encontradas. Desse modo, discussfes sobre a sistematizacdo de processos
enumerativos podem ser utilizadas na mediacdo. A Figura 4 apresenta a enumeracao

dos resultados possiveis para a tarefa proposta.

Figura 4: Numero de possibilidades da tarefa “Verdes, Azuis e Vermelhinhas” em desenho

Nesse caso, observamos na Figura 4 seis possibilidades, no total. Esse numero

Fonte: Elaboracéo propria
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de possibilidades proporciona uma variedade de estratégias enumerativas; nesse
caso, verificamos o uso de uma estratégia enumerativa com a disposicao de desenhos
apresentada de maneira sistemética, fixando a primeira cor e alternando as demais.
A discussdo de um acréscimo de uma coluna de cor amarela pode ser aplicada pelo
professor — e na situagao proposta — 0 numero de possibilidades ampliaria para 24,
uma vez que a coluna pode ser colocada em quatro posicOes diferentes se
escolhermos a primeira possibilidade, conforme se apresenta no Quadro 4.

Quadro 4: Numero de possibilidades de posi¢cdes ocupadas por uma quarta coluna

1° posicao 2° posicao 3° posicao 4° posicao

Fonte: Elaboragéo propria

Com base no disponibilizado no Quadro 4, podemos concluir que cada
possibilidade apresentada na Figura 4 sera alterada 4 vezes com 0 acréscimo
proposto, resultando em 24 possibilidades. Acredita-se na importancia da mediacao
do professor na proposicdo de complementacdes de situacdes para discussédo de
caracteristicas da ordenacdo de possibilidades, inclusive na comparacdo das
diferentes estratégias e nos diversos tipos de registros (palavras, simbolos, letras,
nameros), a fim de oportunizar aos alunos a construcdo de estratégias enumerativas

de resolucéo.

Consoante o exposto a partir da reflexdo sobre a mediacdo do professor,
acreditamos que questionamentos sobre possibilidades especificas podem ser
realizados; exemplo: quantas possibilidades terminam com vermelho? E quantas
possuem o azul e vermelho separados? Ainda: quantas possuem azul e verde juntas?
Dessa maneira, algumas condi¢bes, como proximidade ou posi¢ao de elementos nos
problemas combinatérios podem ser discutidos com o0s alunos do Ensino

Fundamental.

Conforme apontam os estudos de Aquino (2010) e Almeida e Ferreira (2008),
durante a resolucdo de problemas combinatérios, é indicada a participacdo mais ativa
dos estudantes no processo de construgdo de estratégias de resolugédo de problemas
combinatorios; portanto um dos caminhos pode ser a exposi¢cdo das respostas e
estratégias utilizadas, além de buscar a comunicacao a fim de justificar as decisoes

tomadas, fomentando o desenvolvimento do raciocinio combinatoério.
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4.4 A tarefa “Desejos”®

Um jovem garoto herda de sua avdé uma lampada magica de onde sai 0 génio
Crodomiro. O garoto pode pedir que sejam realizados apenas dois desejos para o
génio, porém ele deseja varias coisas. Os desejos do garoto sdo: carrdo, casar com
Ldcia, manséo e viajar muito. Sabendo que o0 génio realizara apenas dois desejos,

quais as combinacdes possiveis ele pode fazer para realizar os desejos do garoto?

Para a realizacdo da atividade, serdo necessarios 0s seguintes materiais:

imagens dos desejos para recorte; folha sulfite para registro; tesoura; lapis e borracha.

Trata-se de uma tarefa que aborda combinacéo, pois — segundo Borba (2013)
— nos problemas de combinacdo, alguns elementos de um Unico conjunto s&@o
escolhidos e a ordem dessa escolha nédo constituem novas possibilidades. Em
situacdes em que a ordem de grandeza € pequena, pode-se utilizar diferentes
procedimentos de resolucédo, com contextos pertinentes, envolvendo diferentes tipos

de problemas combinatorios.

Para o desenvolvimento, em grupos, os alunos recortarao as 24 imagens dos
desejos para compor as combina¢des possiveis que o génio pode fazer para realizar
os desejos do garoto. O objetivo de trazer um nimero maior de imagens dos desejos
(Figura 5) do que é possivel combinar é para evitar induzir o aluno a utilizar apenas
as pecas disponiveis que garantam as combinacdes, sem verificar se ha necessidade
ou ndo de utilizar mais imagens. Ao verificar que algumas imagens sobraram, 0s
alunos tentardo fazer novas composicdes e perceberdo que, provavelmente, essas

novas composicoes ja terdo sido feitas.

Figura 5: Os desejos

L - K - K - X X X

AN

COm Ol Ol COm On On
. n rn n 5 n

Fonte: Google imagens

6 Adaptado de https://m3.ime.unicamp.br



18

RENC

Ma

Revista de Ensino
de Ciéncias e

RENCiMa, Sé&o Paulo, v. 14, n. 2, p. 1-23, abr./jun. 2023 Matematica

Apos a manipulacdo do material, discutem-se com o0s grupos os resultados
encontrados e as estratégias que cada um deles utilizou para alcanca-los. A figura 6

apresenta enumeracdes de possiveis resultados para a tarefa.

Figura 6: Apresentacdo do niumero de possibilidades da tarefa “Desejos” por meio de desenhos

Fonte: Elaboragéo propria
A estratégia de enumeragdo utilizou as figuras disponibilizadas para
manipulacdo e disponibilizou seis possibilidades como solucdo para o problema. A
manipulacdo das figuras permite, ainda, discutir como a ordem se apresenta no
problema de combinacdo, ndo gerando novas possibilidades. Na Figura 7,
observamos diferentes disposicbes com dois artefatos manipulativos da tarefa e
indicamos que as cinco situacfes apresentadas representam a mesma possibilidade:

viajar muito e carréo.
Figura 7: Diferentes disponibilidades de uma das possibilidades da tarefa “Desejos”

H Der O U

Fonte: Elaboragédo propria
Nesse sentido, também destacamos a media¢éao do professor como essencial
no processo de compreensdo de que — em problemas de combinacdo — as
diferentes ordenagfes ou disposicdes dos objetos manipulaveis ndo produzem
possibilidades diferentes, uma vez que é intuitivo que os estudantes pensem que sao

diferentes devido ao material utilizado.

5 A andlise das tarefas

O trabalho aqui proposto tem como objetivo discutir as tarefas que contemplam
o0 ensino de Combinatéria tendo como base os PCNs (BRASIL, 1998) e principalmente
a BNCC (BRASIL, 2017), explorando suas habilidades a fim de justificar a abordagem
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dessa tematica ao longo da Educacao Basica.

A Combinatoria, na maioria das vezes, pode ser definida como o estudo das
combinacgdes, arranjos e permutacao segundo Morgado et al (1991). Porém, embora
os problemas de arranjo, combinacgéo, permutacéo e produto cartesiano facam parte
da Combinatoria, sdo conceitos que permitem resolver um tipo de problema: os de

contagem.

A BNCC (BRASIL, 2017) traz em seu documento habilidades que contemplam
0 ensino de problemas que envolvam contagem por meio de material manipulativo ou
nao e estratégias diversas; no entanto, trata do assunto de maneira geral, sem

mencionar os tipos de problemas de contagem separadamente.

Embora o curriculo da Educacao Infantil ao Ensino Médio ndo contemple todos
esses tipos de problemas combinatérios, ha situacbes que exigem do aluno um
conhecimento mais amplo para reconhecer os diferentes tipos, e a BNCC (BRASIL,
2017) deixa bem claro a importancia de se trabalhar com essa temética —, de forma
gradativa — durante toda a Educacgéo Basica:

Os problemas de contagem, por exemplo, devem, inicialmente, estar restritos
aqueles cujas solucdes podem ser obtidas pela descri¢cdo de todos os casos
possiveis, mediante a utilizacdo de esquemas ou diagramas, e,
posteriormente, aqueles cuja resolu¢do depende da aplicacao dos principios
multiplicativo e aditivo e do principio da casa dos pombos. (BRASIL, 2017, p.
271)
A contagem esta presente na vida do aluno em muitos aspectos, desde a
contagem de uma rotina a problemas mais complexos. Ela € uma habilidade essencial
para todo o conhecimento numérico que pode trazer beneficios a outros conceitos

matematicos.

Rocha (2011) ressalta que trabalhar o processo de construcédo do raciocinio
combinatdrio promove o desenvolvimento de organizacdo de dados e escolhas em
diversas situagOes do dia a dia constituindo um instrumento importante na formacéo

da cidadania.

Assim, o papel da contagem é de extrema importancia para o desenvolvimento
do raciocinio matematico e, ao ser trabalhado desde os primeiros anos de
escolaridade, pode facilitar a compreenséo dos alunos nos anos subsequentes, sem

serem meros aplicadores de formulas, pois as praticas no ensino de Combinatéria,
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muitas vezes, segundo Rocha (2011), é incentivada pelo uso abusivo de férmulas,
retirando o0 sentido das situacbes e apresentando apenas uma possivel
representagao.

Com isso, as atividades aqui propostas para o 6° ano do Ensino Fundamental
— mas que podem ser adequadas a outros anos — reforcam as diferentes estratégias
que os alunos podem recorrer para resolverem situagcfes sem a utilizagéo de formulas,
explorando seu raciocinio combinatorio e seu desenvolvimento em relacdo aos

problemas de contagem.

6 Consideracfes Finais

Neste trabalho, buscamos ressaltar a importdncia de se trabalhar a
combinatéria ao longo da Educacdo Basica. Apresentamos algumas tarefas que
utilizam diferentes recursos, abordando os principais problemas de combinatoria:
produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinacdo a partir de situacdes-
problemas contextualizadas, as quais podem contribuir para o0s alunos

compreenderem e atribuirem significado ao que estudam.

O estudo da Combinatoria, segundo Gongalves (2014), tem um foco maior a
partir do Ensino Médio, o que acaba acarretando muitas duvidas e dificuldades aos
alunos por nao terem um contato maior sobre 0 assunto nos anos anteriores. ABNCC
(BRASIL, 2017) e os PCN (BRASIL, 1998) defendem que as abordagens de
problemas de combinatéria devem ser realizadas de forma gradativa, explorando
diferentes estratégias utilizadas pelos alunos até a formalizacdo do contetdo e
férmulas no Ensino Médio, o que contribui para que o aluno reconheca os diferentes
tipos de agrupamentos e qual deles utilizar, além de desenvolver o raciocinio
combinatério para procedimentos basicos, como a organizacdo de dados,
classificacdo de eventos que sdo uteis ndo sé em Matematica mas também em outros

campos.

O presente estudo focou nas possibilidades de se trabalhar em sala de aula
com a CombinatGria e teve como objetivo propor situacdes que possam ser discutidas,
colocadas em pratica e adaptadas, a fim de auxiliar o aluno no seu momento de
construgcédo do conhecimento, utilizando ferramentas que estimulem, amparem e que
— com a mediacao do professor —, possam construir a formalizacdo de conceitos de

maneira mais rapida e prazerosa.
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